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Представлен метод усвоения глубоководных термохалинных измерений 
на основе вариационной формулировки с решением обратной задачи, 
отличающийся простотой реализации. Рассмотрено применение этого 
подхода к решению нестационарной и стационарной задач. Приведены 
результаты расчетов по предлагаемым методам.

Нестационарные задачи обработки термохалинных измерений

Глубоководные термохалинные измерения являются важным источником 
информации о состоянии гидрофизических полей океана, так как распреде-
ление плотности морской воды, зависящей от ее температуры и солености, 
вследствие гидростатического баланса непосредственно определяет баро-
клинный градиент гидростатического давления и так называемую динами-
ческую часть баротропного градиента давления. Знание существенной части 
гидростатического градиента давления позволяет оценивать и циркуляцию 
вод на крупных и мезомасштабах с использованием так называемого «диа-
гностического метода».

Рассмотрим морской бассейн, имеющий как твердые, так и жидкие границы. 
Состояние морской среды описано, если известен как функция времени в 
заданных точках пространства вектор состояния ( , , , , )F U P T S ρ , в котором 
U  – трехмерный вектор скорости течения; P – гидростатическое давление; 

,T S  и ρ – температура, соленость и плотность морской воды соответственно. 
Предполагая существование «идеальной» математической модели, вектор 
состояния находим как решение начально-краевой задачи

       
0( , )bF L G G= ,        (1)
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где 0( , )bL G G  – замкнутая система дифференциальных уравнений в частных 
производных геофизической гидродинамики с начальными условиями 0G  и 
краевыми условиями bG ; верхний индекс « 0 » здесь и далее означает началь-
ное условие, а верхний индекс « b» – граничное условие.

Предполагается использование традиционных приближений для крупно-
масштабной и мезомасштабной динамики океана: приближения несжимае-
мой жидкости, Буссинеска, гидростатики и соответствующей этим прибли-
жениям записи силы Кориолиса.

Проблема определения состояния океана на основе глубоководных термо-
халинных измерений возникает вследствие того, что существующие систе-
мы измерений в океане не обеспечивают информацию обо всех компонентах 
векторов 0G  и bG . Известен же, как правило, лишь вектор состояния ( , )T SΦ , 
представляющий собой подмножество вектора ( , , , , )F U P T S ρ , т.е. известно 
решение для температуры и солености в отдельных точках интересующей об-
ласти моря и в отдельные моменты времени.

Следовательно, на первом этапе задача состоит в определении приближен-
ных значений вектора начальных условий 0g  и вектора граничных условий bg  
по значениям неполного вектора состояния ( , )T SΦ , известного в отдельных 
точках расчетной области, т.е. имеем обратную задачу. 

Решение обратных задач, которые относятся к классу некорректно по-
ставленных, представляет известные трудности (Тихонов, Арсенин, 1979; 
Тихонов и др.,1995). На искомое решение в этом случае накладываются 
ограничения по гладкости (регуляризация решения), причем гладкость 
решения зависит, в первую очередь, от количества и качества (точности) 
измеренного решения ( , )T SΦ .

В общем виде задача ставится как вариационная, включающая реше-
ние обратной задачи, и может быть сформулирована следующим образом. 
Варьируя значения приближенных векторов начальных 0g  и граничных 

bg  условий, найти с использованием модели геофизической гидродина-
мики 0( , )bL g g  такое решение начально-краевой задачи 0( , )bL g gΦ = , 
которое доставляет минимум принятому функционалу ошибки отно-
сительно измеренных компонент вектора состояния Φ . В нашем случае 
среднеквадратичную ошибку расчета температуры и солености опреде-
лим как функционал вида

       
1/ 2[( , )]RMSE J= Φ − Φ Φ − Φ ,       (2)

где ),(  – знак скалярного произведения.
При этом основную сложность представляет нахождение градиентов в 

функциональном пространстве, которые необходимы для выполнения опти-
мальных вариаций краевых условий. Нетрудно показать в линейном случае, 
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175Методы обработки глубоководных термохалинных измерений

что, например, для вариации начальных условий при выборе функциона-
ла ошибки в виде (2), градиент будет иметь вид (Le Dimet and Talagrand, 
1986):

     
*2 ( )J R∇ = Φ − Φ ,        (3)

где *( )R ⋅  – сопряженный оператор, действующий на разность измеренных 
значений и прямого решения задачи.

На этом пути возникают проблемы с формулировкой сопряженного 
оператора *( )R ⋅  для сложных нелинейных систем геофизической гидро-
динамики и с необходимостью хранить при решении сопряженной задачи 
решение прямой задачи Φ для каждого шага по времени. После линеа-
ризации исходной нелинейной системы при численной аппроксимации 
сопряженный оператор может быть найден. Сложнее обстоят дела с не-
обходимостью хранить, как правило, большие массивы решения прямой 
задачи.

Поэтому имеют смысл поиски упрощенного решения задачи. На практи-
ке, можно использовать подход, разработанный в институте океанологии 
им. П.П. Ширшова РАН и неоднократно апробированный при обработке глу-
боководных термохалинных измерений (Семенов, Русецкий, 1987; Семенов, 
1989; Семенов, Бирюк, 1991; Семенов и др., 1992). Обоснование предлагаемого 
подхода основано на том соображении, что конкретный метод нахождения 
решения сформулированной выше вариационной задачи несущественен, 
лишь бы он был реализуем, доставлял необходимый минимум ошибки, и 
решение удовлетворяло исходной системе уравнений геофизической ги-
дродинамики. Предлагаемый подход основан на формулировке задачи как 
вариационной и применим к сложным нелинейным системам уравнений 
термогидродинамики океана. Внешний итерационный цикл можно описать 
следующим образом.

Первый шаг:

1. а) 0
1, 1,0 1,( , )b

m tL g gΦ = , 0 ,..., , 0,mt t t t= Δ >  расчет ошибки RMSE.
    

б) * 0
2,0 1, 1, 1, 0( , ) ( , ), , ... , , 0,b

m t f t mL g g Q t t t tΦ = + α Φ Φ = Δ <

усвоение измерений Φ,
где двумя нижними индексами обозначены номер итерации при Ni ≤≤1  и 
номер шага по времени при 0 mt t t≤ ≤ ; 0

1,0g  – первое приближение начальных 
условий, которое задается на основе измеренных данных, отнесенных к на-
чальному моменту времени или на основе какой-либо базы данных;  ,

b
i tg  – 

вектор варьируемых граничных условий (метод определения граничных 
условий будет приведен ниже); *( )L ⋅  – оператор интегрирования по време-
ни назад, отличающийся от ( )L ⋅  знаками перед локальной производной по 
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времени и перед слагаемыми, описывающими трение и процессы турбулент-
ной вязкости и диффузии; ( , )fQ Φ Φ  – оператор (конкретный вид приведен 
ниже), описывающий процедуру ассимиляции натурных данных, в данном 
случае, глубоководных термохалинных измерений; параметр 1α =  для урав-
нений переноса тепла и солей и 0α =  в остальных случаях. 

Второй шаг:

2. а) 0
2, 2,0 2,( , )b

m tL g gΦ = , 0 ,..., , 0,mt t t t= Δ >  расчет ошибки RMSE.

б) * 0
3,0 2, 2, 2, 0( , ) ( , ), , ... , , 0,b

m t f t mL g g Q t t t tΦ = + α Φ Φ = Δ <        (4)
усвоение измерений Φ, и т.д.          

На этапе (а) осуществляется решение прямой задачи на основе очередного 
приближения краевых условий. В качестве нулевого приближения начальных 
условий можно задавать или климатические данные, или данные измерений, 
отнесенные к начальному моменту времени. На этом этапе происходит рас-
чет среднеквадратичной ошибки на основе данных измерений, которые счи-
таются точными. 

На этапе (б) исходная система уравнений термогидродинамики океана ин-
тегрируется по времени назад. При этом все слагаемые, описывающие тур-
булентный обмен и трение в системе, сохраняют свой знак по отношению к 
производной по времени. На этом этапе происходит ассимиляция данных 
наблюдений с помощью оператора ( , )fQ Φ Φ , который имеет вид ньютонов-
ского источника, т.е. зависит от разности измеренного и расчетного значе-
ний функции

              ( , ) ( )fQ ′′Φ Φ = γ Φ − Φ ,        (5)

где γ – параметр усвоения (при предельном значении 1/ tγ = Δ  расчетное 
значение заменяется измеренным; tΔ  – шаг по времени при интегрировании 
системы); "Φ  – измеренное и приведенное к точке расчета значение темпера-
туры или солености, которое находится из соотношения, в данном случае, 
одинаковым образом по пространству и времени:

(1 )b b′′Φ = − Φ + Φ , 

2 2 2 2( ) /( ), , tb R r R r R r R dt= − + ≥ ≥ ,

    0, , tb R r R dt= < < ,        (6)

где R и tR  − радиусы усвоения измеренной информации по пространству и 
времени; r – расстояние по пространству или времени между расчетным 
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177Методы обработки глубоководных термохалинных измерений

узлом сетки и ближайшим измерением; b – весовая функция, которая в об-
щем виде не изотропна и зависит от характеристик движения типа f / H  и 
структуры течения (f – параметр Кориолиса, Н – глубина); d t – временной 
интервал между моментом измерения и текущим моментом расчета.

Следующее приближение начального условия получается непосредственно 
при интегрировании по времени назад и достижении момента времени 0t .

Рассмотрим, как варьируются граничные условия ,
b
i tg . Здесь принципи-

ально используются два положения: 1) применение условий излучения для 
нахождения граничных условий первого рода на жидкой границе; 2) факт 
интегрирования системы уравнений вперед-назад по времени.

Расчет условий первого рода ,
b
i tg  на жидкой границе происходит с привле-

чением на каждом шаге по времени условий радиационного излучения вида

               0// =∂∂+∂∂ nCt f φφ ,        (7)

где φ – любая из расчетных функций, в эволюции которой доминируют про-
цессы адвективного переноса, описываемые дивергентной схемой (предпо-
лагается преобладание гиперболичности в уравнении эволюции); fC  – фа-
зовая скорость распространения возмущений, определяемая по эволюции 
значений функции вблизи границы внутри области (Orlanski, 1976; Семенов 
и др., 1992); n – внешняя нормаль к границе области.

При использовании условий излучения (7), когда возмущение стре-
мится покинуть область расчета, полученные при расчете краевые усло-
вия являются следствием всей совокупности процессов внутри области и 
тем самым являются с ними согласованными, в том числе с усвоенными 
данными измерений. Остаются, тем не менее, точки, где фазовая скорость 
возмущения направлена внутрь области и где граничные условия должны 
быть заданы.

Разрешение данной проблемы происходит при смене направления инте-
грирования системы уравнений, когда меняется знак приращения по време-
ни и, соответственно, знак фазовой скорости возмущения fC  (знак фазовой 
скорости определяет тип граничной точки). Точки втока становятся в этом 
случае точками вытока и, в свою очередь, определяются с использованием 
условия излучения, т.е. являются следствием всей совокупности процессов 
внутри области и, тем самым, являются с ними согласованными, в том числе 
и с усвоенными данными измерений. Таким образом, все граничные точки 
в итоге определяются по условиям излучения, а значит, и по данным изме-
рений. Другими словами, граничные условия находятся по данным измере-
ний, т.е. из решения обратной задачи.

Имеет место важный момент, связанный с вычислением граничных 
значений. При использовании ньютоновских источников порождаются 
инерционно-гравитационные волны, которые, унося избыточную гео-
строфически не согласованную энергию, покидают область расчета при 
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применении условий излучения. Поэтому временной ряд, полученный при 
спользовании условий излучения в точке, содержит значительный эффект 
инерционно-гравитационных волн, не имеющих физического смысла, ко-
торые должны быть отфильтрованы при смене направления интегрирова-
ния перед использованием временного ряда граничных условий.

Процесс решения контролируется по эволюции среднеквадратичной 
ошибки RMSE, которая при правильном варьировании 0g  и bg  должна умень-
шаться. Принимаются те значения 0g  и bg , которые минимизируют RMSE. 
Минимум достигается, когда наступает баланс между коррекцией решения 
за счет усвоения натурных данных и работой диссипативных слагаемых 
на каждой итерации. Минимум зависит, в первую очередь, от количества и 
качества (точности) натурных данных. После определения 0g  и bg  решается 
задача:

        
0( , )bL g gΦ =         (8)

и находится приближенное решение ( , , , , )F U P T S ρ  во всей области 4-мер-
ного пространства.

Предлагаемый метод тестировался на точных решениях и показал впол-
не приемлемые результаты (Семенов, Бирюк, 1991, 1992). Данный алгоритм 
неоднократно использовался при обработке глубоководных термохалинных 
измерений на полигоне Гольфстрима (1984 г.), Мегаполигоне (1987 г.), поли-
гоне г. Пулковской (1989 г.), на полигоне в Баренцевом море к северо-западу 
от Новой Земли (1997), на центральном полигоне в Баренцевом море 21 экс-
педиции НИС «Ак. С. Вавилов» (2005 г.), на динамическом полигоне в Белом 
море в рейсе НИС «Эколог» (2007 г.). 

Конечным этапом решения задачи четырехмерного анализа данных на-
блюдений является решение начально-краевой задачи (8) на основе получен-
ных приближенных начальных и граничных условий. 

На рис. 1 и 2 приведены первые расчеты по изложенному выше алгоритму 
на основе глубоководных термохалинных измерений, выполненных в ходе 
эксперимента «Мегаполигон» в 1987 г. в районе Куросио. Представленная на 
рис. 2 геострофическая функция тока на глубине 4500 м построена по дан-
ным термохалинных измерений в слое до глубины 1500 м, т.е. изображенная 
здесь картина представляет собой экстраполяцию решения за пределы об-
ласти измерений. Прослеживающееся в поле функции тока противотечение 
отмечается и по данным прямых измерений скорости. Аналогичное проти-
вотечение было ранее получено и для Гольфстрима, но отсутствие прямых 
измерений скорости не позволило тогда настаивать на наличии противо-
течения.

Gidromet_Book.indb   178Gidromet_Book.indb   178 19.03.2010   15:32:2719.03.2010   15:32:27



179Методы обработки глубоководных термохалинных измерений

Lmax = 0.5°
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Рис. 1. Эволюция среднеквадратичной ошибки температуры воды 
RMSE при решении задачи (4). Обработка термохалинных измерений 
эксперимента «Мегаполигон» в 1987 г. Вертикальная шкала – средне-
квадратичная ошибка температуры воды RMSE, горизонтальная ось – 
номер итерации.
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Рис. 2. Поле геострофической функции тока 0/p gψ = ρ  и вектора 
прямых измерений скорости течения на глубине 4500 м по данным 
обработки измерений в эксперименте «Мегаполигон» в Тихом океане 
(1987).
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Стационарные задачи обработки термохалинных измерений

Традиционно расчеты стационарной циркуляции вод, основанные на 
осредненных или просто отнесенных к одному моменту времени данных глу-
боководных термохалинных измерений, называются диагностическими. Сам 
термин и первые численные диагностические модели были введены в 70-х 
годах А.С. Саркисяном. По-видимому, не осталось ни одного морского бас-
сейна и даже крупного озера, для которого диагностические расчеты не были 
выполнены. Роль выполненных расчетов, создавших в итоге основные пред-
ставления о циркуляции вод конкретных бассейнов, трудно переоценить. 

Формулировку задачи диагностических расчетов проще всего получить из 
общей постановки задачи четырехмерного анализа натурных данных. Сле-
дует различать при этом диагностические расчеты, выполняемые на основе 
осредненных за достаточно большой период времени данных наблюдений 
(баз данных), и расчеты, которые выполнялись на основе единичных съемок, 
когда натурные измерения относились к одному моменту времени.

Выполнение расчетов на основе единичных съемок должно выполняться 
в общем случае по схеме четырехмерного анализа, например по приведен-
ной выше схеме, а затем полученное нестационарное решение может быть 
осреднено в необходимых пределах.

Иная ситуация при выполнении диагностических расчетов на основе име-
ющихся баз данных, где приходилось решать стационарную задачу методом 
установления. При этом в первых вариантах диагностических расчетов поле 
плотности не пересчитывалось. Многолетний опыт использования диагности-
ческих расчетов на основе баз данных показал, что диагностические расчеты 
в этом случае имеют ряд недостатков. Имеют место трудности с определением 
граничных условий на открытой части границы для скоростей и функции уровня. 
Здесь не станем подробно останавливаться на используемых ранее методах 
определения граничных условий. Для функции уровня и скоростей ставятся 
краевые задачи первого, второго рода или смешанные краевые условия. Задача 
Дирихле, как правило, формулируется на основе динамического метода. При 
диагностических расчетах могут возникать проблемы с выполнением условий 
разрешимости в зависимости от принимаемых граничных условий. 

Поскольку в диагностических расчетах исходное поле плотности не пере-
считывалось, то возникали искусственные циркуляционные системы, являю-
щиеся следствием рассогласования заданного поля плотности с используемой 
системой уравнений геофизической гидродинамики и внешних параметров, из 
которых наиболее важным является рельеф дна. Указанные трудностей могут 
быть разрешены путем проведения так называемых адаптационных расчетов.

Стационарное состояние в этом случае оценивается путем решения неста-
ционарной задачи (1), в которой в качестве начальных условий используются 
значения из баз осредненных данных. Граничные условия при этом остаются, 
как правило, не меняющимися со временем. Интегрирование выполняется 
на некоторый период времени, достаточный для согласования информации 
из базы данных с решаемой системой уравнений. При проведении таких рас-
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четов возникали неконтролируемые переходы энергии, связанные и с неточ-
ными граничными условиями, что могло приводить к фиктивному перерас-
пределению энергии в системе. Тем не менее, решения, полученные таким 
образом, часто лучше удовлетворяли имеющимся представлениям. 

Однако и в случае использования в качестве исходной информации баз 
данных для решения стационарных диагностических задач можно предло-
жить воспользоваться постановкой обратной задачи четырехмерного ана-
лиза, которая позволяет устранить два основных недостатка уже адаптаци-
онных расчетов. Во-первых, недостаток, связанный со стационарными и, 
вообще говоря, неизвестными граничными условиями при решении неста-
ционарной задачи, во-вторых, снять неопределенность со временем интегри-
рования системы уравнений геофизической гидродинамики. 

Сформулируем физическую постановку задачи, которая отличается от 
постановки нестационарной задачи четырехмерного анализа. Физическая 
задача состоит в согласовании всех натурных данных и параметров задачи 
между собой через решение системы уравнений геофизической гидродина-
мики. При этом необходимо отвести избыточную энергию, связанную с рас-
согласованностью полей и входных параметров, а также с отклонением на-
турных данных от условий геострофического баланса. Предполагается, что 
осредненные базы данных содержат эффект процессов, отвечающих квази-
геострофическому балансу сил. 

Для этого достаточно переформулировать исходную диагностическую за-
дачу в обратную, понимая заданные поля температуры и солености как неко-
торое неточно заданное решение в начальный момент времени и рассматри-
вая варьируемые начальные условия уже как искомое решение диагностической 
задачи. Искомое решение, подлежащее определению, должно удовлетворять 
системе уравнений геофизической гидродинамики (1) и относиться к моменту 
времени, для которого определена исходная база данных. Отклонение реше-
ния от исходных значений базы данных 0

0,0g  не должно превышать заданной 
нормы. Последнее требование достигается заданием величины отклонения 
RMSD полученного начального условия 0

,0ig  от начальных значений базы дан-
ных. Предлагаемый алгоритм может быть записан следующим образом:

Первый шаг:

1. а) 0
1, 0,0 1,( , )b

m tL g gΦ = , 0 , 0mt t t t= − Δ > .

На этом этапе граничные условия первого рода ,
b
i tg  находятся с использованием 

условия радиационного излучения (7), а начальные условия 0
0,0g  для температуры 

и солености задаются на основе базы данных. Расчет ведется от состояния покоя.

     б) * 0 0 0
2,0 1, 1, 0,0 1,0( , ) ( , )b

m t fL g g Q g gΦ = + α δ , 0 , 0mt t t t= − Δ < .

Расчет отклонения RMSD начального условия 0
0,0g , определяемого базой 

данных, от расчетного значения 0
1,0g  при 0; 1t t= δ =  при 0; 0t t= δ =  в осталь-

Gidromet_Book.indb   181Gidromet_Book.indb   181 19.03.2010   15:32:2819.03.2010   15:32:28



182 Е.В. Семенов

ных случаях. Параметр 1α =  для уравнений переноса тепла и солей и 0α =  в 
остальных случаях.

Второй шаг:

2. а) 0
2, 1,0 2,( , )b

m tL g gΦ = , 0 , 0,mt t t t= − Δ >

    б) * 0 0 0
3,0 2, 2, 0,0 2,0( , ) ( , )b

m t fL g g Q g gΦ = + α δ , 0 , 0,mt t t t= − Δ <  и т.д.         (9)

В остальном, изложенный выше алгоритм решения стационарной задачи 
остается неизменным. Критерием достижения оптимального стационарного 
решения диагностической задачи, т.е. нахождения начального условия, являет-
ся достижение квазипостоянного при итерировании среднеквадратичного от-
клонения RMSD. Определение нижней грани величины RMSD осуществляется 
путем задания параметра усвоения γ в уравнении (5), который в данном случае 
задает отклонение решения в начальный момент времени от заданного значения 
в базе данных. При этом варьируются и граничные условия, а решение диагно-
стической задачи строго относится к моменту времени, для которого создана 
база данных. Ньютоновские источники при этом включаются только в начальный 
момент на этапе (а) после определения среднеквадратичного отклонения RMSD 
очередного приближения начального условия (решения диагностической задачи). 

Численные эксперименты показали сходимость предложенного итераци-
онного процесса при достижении некоторого минимального значения сред-
неквадратичного отклонения начального условия от значений базы данных 
(рис. 3). В данном расчете 0.95(1/ )tγ = Δ , что означает отклонение решения 
от значений базы данных в среднем не более 5%. Эволюция величин RMSD 
для температуры и солености приведена на рис. 3.
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Рис. 3. Эволюция RMSD по итерациям (отклонения решения задачи 
(9) от значений базы данных Левитуса) для температуры (сплошная 
кривая) и солености (пунктирная кривая). Шкала слева объединяет 
числовые значения RMSD для температуры (°С) и для солености (про-
милле). Горизонтальная шкала указывает номер итерации. В расчете 
принято 0.95(1/ )tγ = Δ .
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Отклонение RMSD зависит, как показывает опыт, от «качества» базы дан-
ных, используемой системы уравнений геофизической гидродинамики и на-
стройки параметров усвоения значений из базы данных, в первую очередь, 
значения γ .

На рис. 4 приведены поля уровенной поверхности Баренцева моря для 
первой и 17-й итераций. Начальные условия для расчета были получены из 
решения задачи (9) при отключенных ньютоновских источниках, т.е. при 

0α = δ = .

30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52

30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52
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70

72
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Рис. 4. Поле уровенной поверхности Баренцева моря для первой (а) и 
17-й (б) итераций. База данных Левитуса (июнь). Интервал изолиний 
0.5 см.

Полезно было бы сравнить результат с традиционным расчетом диагно-
стическим методом, но неопределенность с постановкой граничных условий 
в случае традиционного расчета умаляет ценность такого сравнения.

Памяти замечательного человека и ученого, П.С. Линейкина, посвящает 
автор свою работу.
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METHODS FOR ASSIMILATION OF DEEP OCEAN TEMPERATURE 
AND SALINITY OBSERVATIONS

E.V. Semyonov

A simple method for assimilating deep ocean temperature and salinity 
measurements is presented. Th e method allowing a simple realization is 
based on a variational formulation and involves a solving of the inverse task. 
Th e application of the method to the solution of a stationary and nonstationary 
tasks is considered. Th e numerical results are also presented.
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