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В рамках двухслойной модели на экваториальной бета-плоскости иссле-
дованы нелинейные взаимодействия между захваченными в экваториаль-
ном волноводе бароклинными модами Россби и/или Янаи и свободными 
баротропными волнами Россби, проходящими «сквозь» этот волновод в 
линейном приближении. Рассмотрены ситуации, когда свободная волна 
взаимодействует: 1) с двумя захваченными экваториальными модами; 
2) с одной захваченной модой в присутствии среднего зонального пото-
ка. В первом случае свободная волна резонансно возбуждает пару экс-
поненциально растущих во времени захваченных мод, во втором − одну 
линейно растущую моду. Со временем рост замедляется, и постепенно 
происходит нелинейное насыщение амплитуд захваченных мод на уров-
нях, значительно превышающих амплитуду свободной волны. В свою 
очередь, растущие захваченные моды порождают распространяющуюся 
от экватора вторичную баротропную волну, амплитуда которой со вре-
менем становится сравнимой с амплитудой свободной волны. Указан-
ный механизм обеспечивает как эффективную генерацию интенсивных 
экваториальных волн, так и эффективный энергетический обмен между 
средними широтами и экваториальной областью. 

Введение

Совместное влияние вращения и сферичности Земли приводит к возник-
новению в океане и атмосфере особой узкой области в окрестности  земного 
экватора – так называемого экваториального волновода. Этот волновод мож-
но назвать полупрозрачным, поскольку указанные геофизические системы 
содержат как захваченные, так и свободные моды. Захваченные (или эква-
ториальные) моды «заперты» в волноводе (Гилл, 1986) и распространяются 
вдоль него; их амплитуды быстро затухают с увеличением расстояния от эк-

Gidromet_Book.indb   281Gidromet_Book.indb   281 19.03.2010   15:32:5219.03.2010   15:32:52



282 Г.М. Резник, В.С. Цейтлин

ватора. Экваториальные волны играют чрезвычайно важную роль (особенно, 
экваториальные волны Россби) в динамических процессах, определяющих 
климат Земли, таких как явление Эль-Ниньо (Delcroix et al, 1991; Boulanger 
and Menkes, 1995) в океане или колебание Маддена-Джулиана (Hendon and 
Salby, 1994) в тропосфере. Свободные же волны, например баротропные вол-
ны Россби, могут беспрепятственно пересекать экватор, т.е. экваториальный 
волновод для них прозрачен. В настоящей работе мы изучаем нелинейные 
взаимодействия между захваченными экваториальными модами и свобод-
ными баротропными волнами Россби. Специфика и новизна задачи состо-
ит в том, что эти волны имеют разную пространственную структуру и вза-
имодействия между волнами разных типов (захваченными и свободными) 
практически не исследованы. Основной результат работы состоит в том, что 
такие взаимодействия оказываются, во-первых, эффективным источником 
экваториальных волн и, во-вторых, могут объяснить наблюдаемую корре-
ляцию между крупномасштабными процессами в средних и низких широ-
тах (например, Hoskins and Yang, 2000; Kasahara and Silva Dias, 1986). В то же 
время, исследование может оказаться полезным для других областей физики 
(нелинейной оптики, нелинейной акустики и т.п.), где существуют полупро-
зрачные волноводы и возможно взаимодействие между свободными и захва-
ченными волновыми модами. 

Рассмотрение ведется в рамках простейшей двухслойной модели мел-
кой воды на экваториальной бета-плоскости, так что экваториальные моды 
оказываются чисто бароклинными, а свободные волны – баротропными. 
В разделе 1 работы формулируются основные уравнения. В разделе 2 рас-
сматриваются тройные взаимодействия, когда одна свободная волна Рос-
сби взаимодействует с двумя захваченными модами Россби и/или Янаи. 
Генерация захваченной моды при взаимодействии свободной баротропной 
волны Россби с зональным экваториальным течением исследуется в разделе 
3. Основные результаты работы  суммируются и обсуждаются в разделе 
4. Рассмотрение сопряжено с довольно громоздкими выкладками и формула-
ми, часть которых вынесена в Приложения; более подробный их вывод мож-
но найти в работах (Reznik and Zeitlin, 2007a, 2009).

1. Основные уравнения

Мы будем использовать простую модель двуслойного океана постоянной 
глубины с твердой крышкой на поверхности (Гилл, 1986). Уравнения модели, 
записанные в приближениях экваториальной бета-плоскости и мелкой воды, 
имеют вид:

 
      ˆ( ) 0it i i i ip y+ ∇ + + β × =u u u z u ,              (1.1a)
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           ( ) 0it i ih h+ ∇ ⋅ =u , i = 1,2.               (1.1б)
 
Здесь оси x, y, z направлены на восток, север и вверх, соответственно; 

ih  − глубины слоев; ),( iii vu=u − горизонтальные скорости; ip  − давления 
в слоях, 2 1 1p p g h′= − ; iρ  − плотности слоев (см. рис. 1); 2 1 1 ( ) /g g′ = ρ − ρ ρ  − 
редуцированное ускорение силы тяжести, β  − меридиональная производ-
ная параметра Кориолиса, ẑ − вертикальный орт.

   Рис. 1. Схематическое изображение двухслойного океана.

Удобно ввести баротропные btu  и бароклинные bcu скорости:

              1 1 2 2 1 2
1 ( ),  bt bch h
H

= + = −u u u u u u .              (1.2а,б)

Система (1.1), записанная в безразмерной форме для баротропной функ-
ции тока ˆ,  btψ = ×∇ψu z , бароклинной скорости ),( vu=u  и глубины верх-
него слоя h  принимает вид (Benilov and Reznik, 1996; индекс bc мы для крат-
кости опускаем):

 
               

2 ( , , )t x N hψ∇ ψ + ψ = ε ψ u , ˆ ( , , )t h y N h+ ∇ + × = ε ψuu z u u ,      (1.3а,б)

           ( , , )t x y hh u v N h+ + = ε ψ u ,                (1.3в)
 

где нелинейные слагаемые даются формулами:

2 2 2( , ) ( )[(1 )( )] [(1 )( )]xx yy xyN J s qh uv s qh u vψ = − ψ ∇ ψ − ∂ − ∂ + ε + ∂ + ε − ,  (1.4а)

ˆ( , ) ( )( ) ( ) [2 ( ) ( ) ]N J q s h h= − ψ + ⋅∇ ×∇ψ − ⋅∇ + ε ⋅∇ + ⋅∇u u u z u u u u u u ,  (1.4б)

             
2( , ) ( ) ( )hN J h q h s h= − ψ − ∇ ⋅ + ε ∇ ⋅u u .             (1.4в)

h
1 1 1,  , pρ  u

2 2 2,  , pρ  u

H
z

x
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Здесь и ниже соответствующие частные производные обозначены ниж-
ними индексами; ε – параметр нелинейности; J обозначает якобиан. Модель 
часто используется при исследовании экваториальной динамики (например, 
Wang and Xie, 1996; Majda and Biello, 2003) и может быть разными способами 
получена из полных примитивных уравнений для вращающейся стратифи-
цированной жидкости (Zeitlin, 2007). Постоянные коэффициенты q, s  зави-
сят от способа вывода; в рассматриваемом случае

 
     

12 ,   ,   s

s

HH H Hq s
H H H
− Δ

= = ε = ,

где 1H – невозмущенная глубина верхнего слоя; HΔ – характерное возмуще-
ние поверхности раздела; HHHHH s /)( 11 −= .

Спектр линейных волн в модели включает в себя баротропные волны Россби:

     
( )

0 . .,  i lyA e c c kx tθ+
ψψ = + θ = − σ            (1.5а,б)

с дисперсионным соотношением

      
2 2( )k k lσ = − +                      (1.5в)

и бароклинные экваториальные волны

               ˆ
0 0( , ) ( , ) . .ih H Ae c cθ= +u U , ˆˆ ˆ  kx tθ = − σ           (1.6а,б)

с дисперсионным соотношением

          
3 2ˆ ˆˆ ˆ ( 2 1) 0,    0,1, 2,...k m k mσ − + + σ − = =               (1.6в)

Здесь ,k  σ  и ˆ ˆ,k  σ  – зональное волновое число и частота свободной 
баротропной волны и бароклинной экваториальной моды, соответствен-
но; волновые амплитуды ,  A Aψ  в линейном приближении постоянны, 
целая константа m обозначает меридиональное волновое число. Амплитуды 

( , ),  U V H=U  быстро затухают при удалении от экватора:

      

2 / 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ( )  '  ',  ,  ˆ ˆˆ ˆ 2 !

y
m

m

H y ey k kyU H V
k k m

−σ φ − φ φ − σφ
= = = φ =

σ − σ − π
.       (1.7а,б,в)

Здесь )(yH m − полином Эрмита порядка m. 
Таким образом, экваториальные волны (1.6) захвачены в окрестности эк-

ватора, в то время как баротропные волны Россби (1.5) могут свободно рас-
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пространяться под любым углом к экватору. Ниже мы будем изучать нели-
нейные взаимодействия баротропных волн Россби (1.5) и экваториальных 
бароклинных волн Россби и Янаи, удовлетворяющих (1.6), (1.7), при слабой 
нелинейности ε  << 1. При заданных 1,2,...m =  и отрицательном k̂  часто-
та экваториальной волны Россби равна наименьшему положительному кор-
ню уравнения (1.6в); то же справедливо для волны Янаи, соответствующей 

0=m . 

2. Тройные взаимодействия

2.1. Стадии эволюции бароклинных мод

Дисперсионные соотношения (1.5в), (1.6в) допускают только тройные 
взаимодействия одной баротропной моды с двумя бароклинными модами; 
параметры мод должны удовлетворять следующим условиям синхронизма:

            1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ,   k k k± = σ ± σ = σ .                    (2.1а,б)

Для заданных параметров баротропной волны σ ,k  и меридиональных 
волновых чисел 1 2,m m  существует не более двух пар бароклинных волн Рос-
сби и/или Янаи с параметрами 1 1 2 2

ˆ ˆˆ ˆ, ,  ,k k σ  σ , удовлетворяющих (2.1) (подроб-
нее см. Reznik and Zeitlin, 2007a).  

Как обычно, решение системы (1.3), (1.4) представляется в виде многомас-
штабных асимптотических разложений:

0 0 0 0 1 2 1 1 1 1 1 2( , , , ) ( , , , )( , , , , ,...) ( , , , )( , , , , ,...) ...u v h u v h x y t T T u v h x y t T Tψ = ψ + ε ψ + , (2.2)

где ,...2,1 , == ntT n
n ε  − медленные времена. Подстановка (2.2) в (1.3), (1.4) 

дает в каждом приближении линеаризованную систему (1.3) с правыми ча-
стями, зависящими от предыдущих приближений. Условия отсутствия секу-
лярных (т.е. приводящих к временнόму росту решения) членов в этих пра-
вых частях определяет зависимость полей от медленных времен. Процедура 
исключения секулярных членов обсуждается в Приложении 1. 

Решение нулевого порядка 0 0 0 0( , , , )u v hψ  представляет собой линейные 
волны (1.5), (1.6) с амплитудами , ,   1, 2A Aψ α α = , зависящими от nT :

      
( )

0 . .i lyA e c cθ+
ψψ = + ,

 

ˆ
0 0 0

1( , , ) ( , , ) iu v h iU iH A e
a

αθ
α α α α

α α

= φ∑ ,   (2.3) 

  
    2 2 2( )a dy U H

+∞

α α α α
−∞

= + φ +∫ ;
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в такой нормировке плотность энергии захваченной моды всегда равна 2Aα . 
Волны в (2.3) удовлетворяют условиям синхронизма (2.1). Анализ уравнений 
для первого приближения 1 1 1 1( , , , )u v hψ  показывает (см. Приложение 1), что 
взаимодействие между захваченными бароклинными волнами не может по-
рождать резонансные члены в правой части (1.3а), поэтому баротропная ам-
плитуда Aψ  может считаться постоянной. 

Соответственно, уравнения для бароклинных амплитуд принимают про-
стой вид:

 

    

1 2
1 2 2 1

1 1

,     ( )A AL A A L A A
T T

∗
± ∗ ± ∗ ∗

ψ ψ

∂ ∂
= =

∂ ∂
,             (2.4а,б)

где звездочкой обозначены комплексно-сопряженные величины, и знаки «+» 
и «–» соответствуют знакам в условиях синхронизма (2.1). Постоянные ко-
эффициенты 

±
2,1L  довольно сложным образом зависят от параметров взаи-

модействующих волн и приводятся в Приложении 2. Уравнения (2.4) легко 
сводятся к одному уравнению

              

2 2( )1
12    A C A A

T
±

ψ

∂
=

∂
,      (2.5)

где коэффициент 
( )C ±  является вещественным, при этом ( ) 0,C + >  ( ) 0C − < . 

Отсюда следует, что в случае знака «–» в (2.1) амплитуды 1 2,A A  бароклин-
ных мод медленно колеблются во времени, а в случае знака «+» баротропная 
волна Россби возбуждает экспоненциально растущие бароклинные моды с 
частотами, меньшими, чем ее собственная частота. Далее мы будем рассмат-
ривать именно этот случай (знак «+» в (2.1)). 

Очевидно, рост бароклинных мод означает, что энергия внутри триплета 
не сохраняется. Вместо этого сохраняется сумма

     
int

bc btE E const+ = ,         (2.6)

где
 

           

2 2 2 
2bc x

sE u v h dy
∞

−∞

= + +∫ , int
0 1bt x

E dy
∞

−∞

= ∇ψ ∇ψ∫ ,          (2.7а,б)

и x
a  обозначает осреднение по x. Здесь bcE − энергия захваченной баро-

клинной компоненты, а int
btE  − энергия взаимодействия между «первичной» 

баротропной модой 0ψ  и «вторичной» баротропной модой 1ψ , порождаемой 
взаимодействием бароклинных волн и удовлетворяющей уравнениям
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2 2 2

1 1 0 0 0 0( )( ) ( )t x xx yy xys u v s u v∇ ψ + ψ = − ∂ − ∂ + ∂ − , 1 0
0

t=
ψ = .         (2.8а,б) 

Решение 1ψ  локализовано по y в каждый момент времени  t, но с течением 
времени быстро «расширяется» от экватора к полюсам. 

Будучи  в силу (2.8) квадратичной по бароклинным амплитудам 2,1A , по-
правка 1εψ  в (2.2) экспоненциально растет со временем и в конечном счете 
оказывается сравнимой по величине с 0ψ , когда бароклинные амплитуды 

2,1A  становятся порядка 1/ 2−ε . По достижении этого порогового значения 
взаимодействие поправки 1εψ  с  бароклинными модами останавливает даль-
нейший рост бароклинных амплитуд. Для того, чтобы исследовать процесс 
насыщения, асимптотическое разложение (2.2) должно быть изменено сле-
дующим образом (см. также Minzoni and Whitham, 1977): 

     
1/ 2

0 1 2 1 1 2( , , , , ...) ( , , , , ...) ...x y t T T x y t T Tψ = ψ + ε ψ + ,             (2.9а)

  
1/ 2

0 0 0 1 2 1 1 1 1 2( , , ) ( , , )( , , , , ...) ( , , )( , , , , ...) ...u v h u v h x y t T T u v h x y t T T−= ε + + , (2.9б)

где / 2n
nT t= ε  – медленные времена. При этом поля нулевого порядка ),,( 000 hvu  

снова представляют собой сумму двух захваченных мод, как в (2.3), а ба-
ротропная функция тока 0ψ  является суммой баротропной волны Россби 
(1.5) и вторичного баротропного поля sψ , создаваемого взаимодействием 
захваченных бароклинных волн между собой: 

            
( )

0 . .i ly
sA e c cθ+

ψψ = + + ψ .                     (2.10)

Для вывода уравнений, описывающих долговременную эволюцию баро-
клинных амплитуд, необходимо подставить разложения (2.9) в (1.3) и ис-
ключить секулярные члены. Ниже мы приводим результаты проведенного 
анализа.

2.2. Пространственно-однородный случай

Рассмотрим сначала интересный частный случай, когда бароклинные 
моды в резонансном триплете имеют одинаковые параметры, т.е. 

       1 1
ˆ ˆ2 ,   2k k= σ = σ .                (2.11)

Анализ дисперсионных соотношений (1.5в), (1.6в) показывает, что в этом 
случае условия синхронизма (2.1) могут быть удовлетворены для достаточно 
малых волновых чисел 1̂k . Очевидно, в случае (2.11) одна бароклинная волна 
взаимодействует с одной баротропной модой. Соответствующее уравнение 
для бароклинной амплитуды является уравнением типа уравнения Ландау: 
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2 0TA A A A∗+ α + β = .               (2.12) 

Коэффициенты в (2.12) даются формулами LAψα = , P iQβ = +  (см. При-
ложение 2), где величины , ,L P Q  вещественны и зависят от параметров 
взаимодействующих волн; важно также, что коэффициент P > 0. При малых 
амплитудах А уравнение (2.12) переходит в (2.4). 

Уравнение (2.12) имеет два стационарных решения вида

           
2 /A± = −α β .                (2.13)

При P > 0 эти решения устойчивы; общее решение (2.12) стремится к ним, 
по крайней мере, при произвольных начальных значениях A, близких к нулю 
(см. рис. 2).

Рис. 2. Схематическое изображение насыщения амплитуды бароклинной 
волны  в случае (2.11).

Таким образом, в этом случае всегда имеет место нелинейное насыщение 
растущих бароклинных мод. Решения ±A  порядка единицы, поэтому пре-
дельные бароклинные амплитуды намного (в 1/ 2−ε  раз)  превосходят ампли-
туду первичной баротропной волны (см. (2.9)). 

Результирующее баротропное поле представляет собой сумму первичной 
баротропной волны и вторичного баротропного поля 

S
ψ , создаваемого не-

линейным взаимодействием бароклинных мод между собой: 

               
( )

0
i kx ly t

sA e + −σ
ψψ = + ψ .               (2.14)

Поле 
S

ψ  удовлетворяет уравнениям (2.8), причем 

   
( ) ,    1,   1i kx ly t

s sA e y t−σψ ≈ ± >> >>∓ ,                (2.15) 

A

/α β

T
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где sA – постоянная амплитуда. Таким образом, баротропная поправка sψ  
представляет собой отраженную и проходящую волновые структуры, рас-
пространяющиеся от экватора к полюсам, как это показано на рис. 3.

Рис. 3. Схематическое представление падающей баротропной волны 
Россби и вторичной баротропной моды.

В общем случае баротропная волна Россби возбуждает пару различных 
бароклинных волн. Соответствующие уравнения для амплитуд последних 
записываются в виде:

2 2
1 1 2 1 2 1 1 1 1 0TA A A A A A∗+ α + β + γ = , 

            
2 2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 0TA A A A A A∗+ α + β + γ = ,           (2.16а,б)

где Re 0mβ ≥  и по крайней мере один из коэффициентов Re ,  1, 2m mγ =  неотрицателен; выражения для коэффициентов в (2.16) весьма громоздки 
и приведены в (Reznik and Zeitlin, 2007a). Система (2.16), вообще говоря, не 
имеет стационарных решений constA =2,1 . Вместо этого она допускает су-
ществование гармонически зависящих от времени решений вида

            1 1 2 2,   i T i TA A e A A eω − ω= = ,                   (2.17а,б) 

где 2,1A  − комплексные постоянные и ω − вещественная частота. Прямые 
численные эксперименты с (2.16) показывают, что, подобно равновесным ре-
шениям (2.13), гармонические решения (2.17) «притягивают» решения сис-
темы (2.16) при любых начальных условиях. Баротропное поле в этом случае 
снова имеет вид (2.14), но поправка sψ  является суммой комбинационных 
гармоник вида ˆ ˆ( )( ) m ni

mnB y e θ ±θ± , ˆˆ ˆm m mk x tθ = − σ  ,    , 1, 2m n = , причем амплитуды  
( )mnB y±  вдали от экватора принимают форму плоских волн по у. Соответс-

твенно, отраженные и проходящие волновые структуры в этом случае также 
содержат комбинационные гармоники. 

Падающая волна 0ψ Вторичная волна 1ψ  
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2.3. Пространственная модуляция

Для изучения пространственной модуляции возбуждаемых волн мы 
вводим в разложения (2.9) иерархию пространственных переменных вида 

1/ 2
1 2,  ,  ....X x X x= ε = ε  Соответственно, асимптотические представления (2.9) 

принимают вид:

           
1/ 2

0 1 2 1 2 1 1 2 1 2( , , , , ,.., , ...) ( , , , , ,.., , ...) ...x y t X X T T x y t X X T Tψ = ψ + ε ψ + , (2.18а)

  

1/ 2
0 0 0 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1 2

( , , ) ( , , )( , , , , ,.., , ...)
( , , )( , , , , ,.., , ...) ...
u v h u v h x y t X X T T
u v h x y t X X T T

−= ε +

+               (2.18б)

Стандартная техника исключения секулярных членов дает в случае (2.11) 
следующее уравнение для бароклинной амплитуды:

   1 1

2ˆ( ) 0T g X XA ic k A A A A∗′− + α + β = .               (2.19)

Это уравнение записано в системе отсчета, движущейся с групповой ско-
ростью бароклинной волны ˆ( )gc k , и сводится к уравнению (2.12) в отсутствие 
модуляции. Уравнение (2.19) является уравнением типа уравнения Гинзбур-
га-Ландау (ГЛ) и относится к классу так называемых резонансно-возбужден-
ных уравнений ГЛ, описывающих различные физические ситуации парамет-
рического возбуждения волн (см. работу Barashenkov and Woodford, 2005 и 
библиографию к ней). Тем не менее, нам представляется, что уравнение вида 
(2.19) практически не изучено в литературе. Наиболее близкий к нашему слу-
чай возникает в теории краевых волн над наклонным дном (Akylas, 1983).

Стационарные решения (2.13) являются также решениями (2.19); ана-
лиз показывает, что они устойчивы. Наличие двух различных равновесных 
состояний указывает на существование решений типа «доменной стенки», 
как в аналогичных уравнениях ГЛ (Barashenkov and Woodford, 2005). Нам 
не удалось получить такие решения аналитически для нашей специфичес-
кой формы уравнения ГЛ, и мы провели численное исследование свойств 
этого уравнения. Подходящим линейным преобразованием зависимых и не-
зависимых переменных (2.19) может быть приведено к стандартной форме с 
одним «управляющим» параметром (для краткости индексы у независимых 
переменных опущены):    

       
2 0i

T XXA iA A e A Aβφ∗+ + + = ,               (2.20) 

где βφ  − аргумент параметра β . Типичная эволюция первоначально локали-
зованной амплитуды A показана на рис. 4.
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A

arg A

X X 
Рис. 4. Схематическое изображение временной эволюции амплиту-
ды А согласно уравнению (2.20). Начальная амплитуда (слева) имеет 
форму Гауссианы. Справа изображена предельная форма огибающей с 
возникшими в результате эволюции «темными солитонами».

Видно, что в результате эволюции действительно появляется характерная 
структура типа «доменной стенки», формирующая «темный солитон» в A , 
типа полученногo в (Coullet and Emilsson, 1992; Barashenkov et al., 2003). 

В общем случае двух бароклинных волн пространственно модулирован-
ные амплитуды 21, AA  удовлетворяют уравнениям

  
2 2

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1
ˆ( ) 0T g XA c k A A A A A A∗+ + α + β + γ = ,            (2.21а)

  
2 2

2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2
ˆ( ) 0T g XA c k A A A A A A∗+ + α + β + γ = .           (2.21б)

Заметим, что из-за различия групповых скоростей бароклинных волн 
здесь невозможно исключить члены с первой пространственной производ-
ной, как в случае единственной бароклинной волны. Дисперсионные члены 
с пространственными производными второго порядка появляются как поп-
равки следующего приближения. Система (2.21) представляет собой гипер-
болическую систему с прямыми 1,2/ ( )gdX dT c k=  в качестве характеристик. 
Для локализованного начального распределения амплитуд 2,1A  угол между 
этими характеристиками определяет область влияния начальных условий. 
Внутри этого угла амплитуды ведут себя подобно решению системы (2.16). 
Система (2.21) аналогична системе, описывающей динамику противополож-
но распространяющихся волн, возникающих вследствие эффекта Фарадея 
(Martel et al., 2003), с тем важным отличием, что в (2.21) отсутствуют линей-
ные по 2,1A  члены и коэффициенты перед кубическими членами имеют более 
сложный вид, чем в (Martel et al., 2003).

2.4. Краткое резюме основных результатов

1. Свободные баротропные волны Россби способны резонансно возбуж-
дать пару интенсивных захваченных экваториальных бароклинных волн Рос-
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сби/Янаи с амплитудами, намного превосходящими амплитуду падающей 
баротропной волны. Эволюция огибающих бароклинных волн описывается 
уравнениями Гинзбурга-Ландау с комплексными коэффициентами. 

2. Взаимодействие между растущими бароклинными модами порождает 
растущую во времени вторичную баротропную моду, которая в конечном 
счете становится сравнимой по амплитуде с первоначальной баротропной 
волной. Этот механизм обеспечивает обратное воздействие захваченных эк-
ваториальных волн на баротропные и является возможным объяснением на-
блюдаемого обмена между экватором и средними широтами. 

3. Взаимодействия свободных волн Россби с экваториальным 
волноводом в присутствии среднего зонального течения

Описанные выше тройные взаимодействия свободных и захваченных 
волн могут обеспечить эффективный обмен энергией между экваториальной 
областью и средними широтами. Вместе с тем, в этом механизме не участвует 
такой важный фактор, как зональные экваториальные течения, которые, как 
мы полагаем, также могут влиять на такой обмен. В настоящем параграфе 
исследуется случай, когда свободная баротропная волна Россби взаимодей-
ствует с зональным течением, направленным вдоль экватора. Оказывается, 
что такое взаимодействие также может приводить к эффективной генерации 
захваченных экваториальных мод большой амплитуды.

3.1. Модель

Мы будем снова использовать модель (1.3), (1.4) с тем дополнительным 
предположением, что слои имеют одинаковую толщину. Это предположение 
не является принципиальным, но существенно упрощает вычисления. Не-
трудно проверить, что любое зональное течение

 
  ( ),   ( ),   0,   0,   ( )yu u y h h y v yu h yα α γ= ε = ε = + = ψ = ε ψ   (3.1)

является точным решением системы (1.3). Параметры ,α γ  произвольны 
и задают интенсивность бароклинной и баротропной компонент потока. 
В дальнейшем мы будем предполагать: 1) интенсивность баротропной компо-
ненты зонального течения не превосходит интенсивности его бароклинной 
компоненты; 2) зональный поток достаточно слаб, так что в низшем порядке 
он не влияет структуру волновых мод. Эти предположения означают, что

         1 0− ≤ α ≤ γ ≤ .     (3.2)

Кроме того, будем считать, что баротропная и бароклинная компоненты 
потока достаточно быстро затухают при удалении от экватора. 
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Мы будем изучать нелинейное взаимодействие волны Россби (1.5) с зо-
нальным течением (3.1). Нетрудно видеть из (1.3), (1.4), что если зональное 
волновое число k  и частота σ  баротропной волны совпадают с соответ-
ствующими параметрами m-й захваченной моды, то последняя резонансно 
возбуждается при таком взаимодействии. В силу (1.5в), (1.6в) это возможно, 
если 

   
2 22 1 ( ) 0,   0,1,..ml m k m= + − σ > =       (3.3) 

Дисперсионное соотношение для волны Янаи, 0=m , имеет вид:

              
2

0 / 2 1 / 4k kσ = + + ,      (3.4)

поэтому (3.3) удовлетворяется при любом 0<k . Для захваченных волн Рос-
сби, 1≥m , (3.3) удовлетворяется всегда, поскольку (Boyd, 1983):

  
    2 2 1m

k
k m

σ ≅ −
+ +

и

   

2
2

2 22 1 2 1
( 2 1)

kl m m
k m

≅ + − ≈ +
+ +

.
    (3.5)

Соотношение (3.3) задает кривую на плоскости ),( lk , поэтому в отличие 
от условий синхронизма в случае триплета (Reznik and Zeitlin 2007a), только 
дискретный спектр баротропных волн Россби резонансно взаимодействует с 
волновыми модами в присутствии среднего потока (рис. 5).

0
0.0

0.5

1.5

1.0

2.0

2.5

3.0

-1-2-3 k

m=0

m=1
m=2
m=3

l

-4-5

Рис. 5. Геометрические места волновых векторов ),( lk свободных ба-
ротропных волн Россби, взаимодействующих с захваченными эквато-
риальными модами в присутствии зонального экваториального тече-
ния;  m – номер экваториальной моды (зональное волновое число).
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3.2. Резонансное возбуждение захваченных мод

Обычно резонансные взаимодействия исследуются с использованием 
асимптотических многомасштабных разложений (см. выше раздел 2). В на-
шем случае, однако, форма таких разложений существенно зависит от ам-
плитуды зонального течения, т.е. от показателей ,α γ  в (3.1). Поэтому мы 
применяем несколько иной подход, который можно назвать полуэвристиче-
ским. Этот подход менее строг, чем стандартные асимптотические методы, 
но позволяет находить приближенные решения для произвольных ,α γ. 

Представим решение уравнений (1.3) в виде:

  
(0) (0) (0) (0) (1) (1) (1) (1)( , , , ) ( , , , ) ( , , , )u v h u v h u v hψ = ψ + ψ ,    (3.6)

 
где величины с нулевым верхним индексом обозначают баротропное поле, 
состоящее из баротропной волны (1.5) и зонального потока,

     
(0) ( ) (0). . ( )i lyA e c c yθ+ γ

ψψ = + + ε ψ ;    (3.7)

и бароклинное поле, представляющее собой захваченную бароклинную вол-
ну (1.6) на фоне зонального бароклинного течения в (3.1): 

    1 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)( , , ) ( ,0, )( , ) ( , , )( , , )u v h u h y T u v h x y Tα
α β= ε + �� � ,   (3.8)

    
1 1

(0) (0) (0) 1( , , )( , , ) ( , , ) ( ) iu v h x y T iU iH A T e
a

θ
β β= φ�� � .    (3.9)

Очевидно, что бароклинная мода (3.9) находится в резонансе с баротроп-
ной волной в (3.7). Медленные (и пока неизвестные) времена 1 1

,T Tα β  опреде-
ляются как

 
     

1 1

1 1 1 1( , ) ( , ) ,    , 0T T tα β
α β = ε ε α β > .              (3.10) 

Поправки (1) (1) (1) (1), , ,u v hψ  предполагаются малыми по сравнению с соот-
ветствующими полями низшего порядка. Уравнения для этих поправок име-
ют вид:

     2 (1) (1)
t x Nψ∇ ψ + ψ = ,             (3.11а)

          
1 1

1 1

(1) (1) (1) (0) (0)
t x T T uu yv h u u N

α β

α+α β− + = −ε − ε +� ,           (3.11б)

       
1

1

(1) (1) (1) (0)
t y T vv yu h v N

β

β+ + = −ε +� ,             (3.11в) 
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1 1

1 1

(1) (1) (1) (0) (0)
t x y T T hh u v h h N

α β

α+α β+ + = −ε − ε +� .            (3.11г) 

Здесь

      (0) 2 (0) (0) (0) (0)2 (0)21 1( , ) ( )( ) ( )
4 4xx yy xyN J u v u vψ

⎡ ⎤= ε − ψ ∇ ψ − ∂ − ∂ + ∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦
, (3.12а) 

          (0) (0) (0) (0) (0) (0)( , )u xy yyN J u u v⎡ ⎤= ε − ψ + ψ + ψ⎣ ⎦ ,           (3.12б) 

          
(0) (0) (0) (0) (0) (0)( , )v xx xyN J v u v⎡ ⎤= ε − ψ − ψ − ψ⎣ ⎦ ,               (3.12в) 

    (0) (0)( , )hN J h= −ε ψ .              (3.12г) 

Нетрудно проверить, что правая часть Nψ  в (3.11а) не содержит резонан-
сных членов в силу быстрого затухания по y  функций ( ),  ( ),  ( )U y y H yφ  и  

(0) ( )yψ . Именно поэтому амплитуда баротропной волны и зональный ба-
ротропный поток не зависят от медленного времени в этом приближении.

Уравнения для поправки к бароклинному среднему потоку получаются 
осреднением уравнений (3.11б–г) по x:

        
1

1

(1) (1) (0)
t T uu yv u R

α

α+α− = −ε − ε ,            (3.13а) 

            
(1) (1) (1)

t y vv yu h R+ + = −ε ,             (3.13б)

         
1

1

(1) (1) (0)
t y T hh v h R

α

α+α+ = −ε − ε ,            (3.13в)

где 

    
2( )( . .)ily

uR l kU A A e c c∗
ψ′= φ + + , ( 2 ) . .ily

vR ik il kU A A e c c∗
ψ′= φ + φ + + ,  

          ( ) . .ily
hR k He A A c c∗

ψ′= + .               (3.14)

Из дисперсионного соотношения (1.6в), формул (1.7) и (3.3) следует соот-
ношение:

     
2l kU kyH′φ + = − ,                (3.15)

которое позволяет записать ,u hR R  в виде:

     
,  ,  . .ily

u h yR yD R D D kA A He c c∗
ψ= − = = − + .             (3.16)
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296 Г.М. Резник, В.С. Цейтлин

Используя подстановку 
(1) (1)v v D= + , нетрудно показать, что ограничен-

ное решение уравнений (3.13) существует только при условии 

         1 1

(0) (0) 0T Tu h
α α

= = .                (3.17)

Это означает, что в низшем приближении бароклинное зональное течение 
не зависит от медленного времени. 

Записывая уравнения для волновых компонент

     
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)( , , ) ( , , ) ( , , )u v h u v h u v h= −�� � ,             (3.18)

и исключая из правых частей этих уравнений резонансные члены, находим 
уравнение для амплитуды A :

      
1

01

1 1
TA iL A kL A

β

β +γ +α
ψ ψ ψε + ε = −ε ,               (3.19)

где

      
0

2 2 2 (0)1 [( ) ( )]L dy U k U H
a

∞

ψ
−∞

′′= − φ + + φ + ψ∫ ,           (3.20а)

  

(0) (0) (0) (0)1 [( ) ]ilyL dye Uu Uu Hh k u
a

∞

ψ
−∞

′ ′′= + + − φ∫ .           (3.20б)

В силу (3.2) находим, что 1 1β = + α . Соответственно, (3.19) можно пере-
писать в виде:

               0

1,    TA iL A kL A T tγ−α +α
ψ ψ ψ+ ε = − = ε .               (3.21)

В отсутствие баротропной компоненты зонального течения ( (0)ψ =0) ко-
эффициент 

0
0Lψ = , и в силу (3.21) амплитуда бароклинной моды A линейно 

растет со временем. В случае 
(0) 0ψ ≠  решение уравнения (3.21) ограничено 

и имеет вид:

         
 

0

0

(1 )i L TikL A
A e

L
γ−α

ψ− εψ ψ
γ−α

ψ

= −
ε

.               (3.22)
 

Из (3.22) видно, что эффективность генерации захваченной бароклинной 
моды уменьшается с ростом амплитуды баротропной компоненты зональ-
ного течения. Если баротропная компонента зонального течения становит-
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297 Взаимодействие свободных баротропных волн Россби 

ся порядка бароклинной (т.е. γ = α ), то амплитуда A  «дорастает» только до 
уровня баротропной волны. Очевидно, ослабление генерации связано с тем, 
что член 

0
iL Aγ−α

ψε  в (3.21) создает осцилляции в A , которые не находятся в 
резонансе с постоянной вынуждающей силой в правой части (3.21). 

Усилить эффективность генерации можно, если слегка изменить параме-
тры падающей баротропной волны так, чтобы ее частота ( )btσ  отличалась на 
малую заданную величину (расстройку) от частоты бароклинной волны 

( )bcσ :

       
( ) ( ) 1 ,bt bc +γσ = σ + ε Δ  0

LψΔ = − .              (3.23)

При заданных ,k m  такая расстройка получается малым изменением 
«точного» значения меридионального волнового числа ( ) 22 1 ( )bc

pl m= + − σ  
(см. (3.3)), так что

 
          

1 ,     (1)p l ll l O+γ= + ε Δ Δ = .              (3.24) 

Уравнение (3.21) в этом случае записывается в виде

    
0

0

i L T
TA iL A kL A e

γ−α
ψ− εγ−α

ψ ψ ψ+ ε = − .               (3.25) 
 
Очевидно, что правая часть уравнения (3.25) является резонансной и A  

снова линейно растет со временем. 
Заметим, что при l , задаваемом соотношением (3.24), уравнение (3.15) 

уже несправедливо, поскольку

             
2 1 2 22 ( )ll kU kyH O+γ + γ′φ + = − − ε Δ + ε .              (3.26)

 
В свою очередь, отсюда следует, что (ср. (3.16))

    1( )uR yD O +γ= − + ε .                (3.27)

Малое дополнительное слагаемое в (3.27) в принципе может привести к 
тому, что зональное бароклинное течение будет медленно меняться во вре-
мени. Масштаб этого медленного времени (параметр 1α ) определяется ба-
лансом слагаемого

 
1

1

(0)
Tu

α

α+αε  и величины 
2( ) ( )uR yD O +γε + = ε , откуда следу-

ет, что 1 12 1α = + γ − α > β = + α  (см. (3.2)). Это означает, что в случае ма-
лой расстройки (3.24) бароклинный зональный поток если и меняется, то 
на временах много больших, чем характерное время изменений амплитуды 
захваченной моды, т.е. коэффициент Lψ  в (3.25) снова может считаться не 
зависящим от времени. 

Таким образом, мы приходим к важному выводу, что для любого зональ-
ного течения существует бесконечное множество взаимодействующих с ним 
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298 Г.М. Резник, В.С. Цейтлин

баротропных волн Россби, генерирующих растущие со временем захвачен-
ные моды. Этот рост в отличие от рассмотренного выше случая триплета яв-
ляется линейным, а не экспоненциальным. Как мы увидим ниже, механизм 
насыщения амплитуд захваченных мод также несколько отличается. 

3.3. Нелинейное насыщение

Нулевое приближение

Будем для простоты рассматривать случай чисто бароклинного течения, 
когда (0)ψ =0. Рост захваченной бароклинной моды означает, что энергия в 
триаде баротропная волна + зональное течение + захваченная мода не со-
храняется. Как и в случае триплета, растущая энергия захваченной моды ба-
лансируется энергией взаимодействия «первичной» баротропной волны и 
поправки к этой волне, возникающей из-за самовоздействия бароклинной 
компоненты движения (см. выше раздел 2). Эта поправка (1)ψ  (так называе-
мая вторичная баротропная волна) находится из уравнения (3.11а): 

       
2 (1) (1) (0) (0) (0)2 (0)2[ ( )( ) ( )]

4t x xx yy xyu v u vε
∇ ψ + ψ = − ∂ − ∂ + ∂ −            (3.28а)

с нулевыми начальными условиями

        
(1) 0,  0tψ = = .              (3.28б)

Очевидно, (1)ψ  растет квадратично по медленному времени. Взаимодей-
ствие (1)ψ  с зональным течением и бароклинной волной останавливает рост 
амплитуды A аналогично случаю триплета, рассмотренному выше. 

Для описания этого процесса насыщения мы модифицируем нулевое при-
ближение (3.7), (3.8) следующим образом:

        1 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)( , , ) ( ,0, )( , ) ( , , )( , , )u v h u h y T u v h x y Tα β
α β= ε + ε �� � ; (3.29)

            1

(0) ( ) (1). . ( , , , , )i lyA e c c x y t Tθ+
ψ βψ = + + ψ ε .             (3.30)

  
В (3.29) амплитуда захваченной моды пропорциональна βε , где параметр 

β  определяет уровень насыщения и находится в процессе решения. Далее, 
вторичная баротропная мода (1)ψ  в принципе может стать одного порядка 
с первичной баротропной волной, поэтому она должна учитываться уже в 
нулевом приближении, как это записано в (3.30).

Из (3.28), (3.29) находим, что (1)ψ  имеет вид:

            
(1) 1 ( ) 1 2 2 ( ) . .zw wwA A c c+α+β + βψ = ε ψ + ε ψ + ,              (3.31)
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где первое слагаемое в правой части возникает из-за взаимодействия захва-
ченной моды с зональным потоком, второе – из-за самовоздействия захва-
ченной моды. Функции  

( ) ( ),zw wwψ ψ  являются решениями уравнений

          
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

1 2
ˆ ˆ( ) ,  ( )zw zw i ww ww i

t x t xF y e F y eθ θ∇ ψ + ψ = ∇ ψ + ψ =               (3.32)

с нулевыми начальными условиями и имеют вид 

          
( ) (1) ( ) (2) 2ˆ ˆ( , ) ,  ( , )zw i ww iy t e y t eθ θψ = ψ ψ = ψ .

Функции 1 2
ˆ ˆ( ),   ( )F y F y  даются формулами

   
(0) (0) 2 (0) 2 2 2

1 2
ˆ ˆ( ) 2 ( ) ,  ( ) 2 ( ) 4F u k Uu k u F U k U k U′′ ′ ′′ ′= φ − + φ = φ − φ + + φ .  (3.33)

В каждый момент t  функция (1)ψ  экспоненциально затухает при удалении 
от экватора, а для фиксированного y  и ∞→t  функция (1)ψ  стремится к гар-
монически осциллирующему решению уравнения (3.28а), удовлетворяюще-
му условиям излучения при y → ±∞ :

        
(1) (1) 1 (1) 1 2 (2) 2ˆ ˆ( ) ( ) . .i i

f f ft
y e y e c c+α+β θ + β θ

→∞
ψ → ψ = ε ψ + ε ψ + ,             (3.34)

         

(1)
1 1

1 ˆ ˆˆ
8

y
ily ily ily ily

f
y

e F e dy e F e dy
l

∞
− −

−∞

⎡ ⎤
ψ = − +⎢ ⎥

σ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ,           (3.35а)

       

(2)
2 2

ˆ ˆˆ
16

y
ily ily ily ily

f
y

i e F e dy e F e dy
l

∞
− −

−∞

⎡ ⎤
ψ = − +⎢ ⎥

σ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫            (3.35б)

 

при 2 24 / 0l k k= − − σ > , и

    

(2)
2 2

1 ˆ ˆˆ
16

y
l y l y l y l y

f
y

e F e dy e F e dy
l

∞
− −

−∞

⎡ ⎤
ψ = +⎢ ⎥

σ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫            (3.35в)

 

при 
2 24 / 0l k k= − − σ < . 
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В дальнейших вычислениях мы используем предельное решение (3.34) для 
вторичной баротропной моды вместо (3.31), что существенно упрощает вы-
числения. Справедливость такой замены нетрудно показать формально; фи-
зически это упрощение возможно благодаря тому, что с ростом t  решение 

(1)ψ  быстро стремится к (1)
fψ  в окрестности экватора.

Поправки первого порядка

Итак, решение имеет вид (3.6), где нулевое приближение задается фор-
мулами (3.29), (3.30), а поправки первого порядка предполагаются малыми. 
Уравнения для поправок (1) (1) (1), ,u v h  совпадают с уравнениями (3.11б−г), в 
которых множитель 1βε в правых частях заменен на 1β+βε , а нелинейные члены 

, ,u v hN N N   заменены на (1) (1) (1), ,u v hN N N  , где

                                 

2
(1) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)2 ( ) ( )

4u u x y x yN N h u u v u u u h v hε ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ,    (3.36а) 
  

           

2
(1) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)2 ( ) ( )

4v v x y x yN N h u v v v v u h v hε ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ,  (3.36б)

          

2
(1) (0)2 (0) (0)2 (0)( ) ( )

4h h x yN N h u h vε ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ .           (3.36в)

Осредняя уравнения для поправок по x , получаем уравнения для зональ-
ных течений, совпадающие по форме с уравнениями (3.13а−в), в которых 

, ,u v hR R Rε ε ε  заменены на (1) (1) (1), ,u v hx x x
N N N  , соответственно; x обоз-

начает осреднение по x :

    

1lim
2

L

x L
L

a adx
L→∞

−

= ∫ .                (3.37)

Используя (3.12б−г), (3.36), (3.30), (3.34) и (3.15) находим:

        
(1) (1)

1 1,  u h yx x
N yD N D= − = ,               (3.38)

где
 

       
21 2 (1)

1 ˆ . .ily
fD kA A He A kH c cβ ∗ +α+ β

ψ= −ε − ε ψ +               (3.39)
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(ср. (3.16)). Как и в случае аналогичной системы (3.13), уравнения (3.38) озна-
чают, что слагаемые (1) (1),u hx x

N N  в правых частях для поправок к зональ-
ному течению не содержат резонансов, т.е. мы снова приходим к выводу, что 
среднее течение не зависит от времени. 

Запишем теперь уравнения для волновых поправок 
(1) (1) (1)( , , )u v h  �� � , опреде-

ляемых, как и прежде, формулой (3.18):

   
1

1

(1) (1) (1) (0) (1)
t x T uu yv h u N

β

β+β− + = −ε +� �� � � ,             (3.40а)

   
1

1

(1) (1) (1) (0) (1)
t y T vv yu h v N

β

β+β+ + = −ε +� �� � � ,             (3.40б)
 

   1

1

(1) (1) (1) (0) (1)
t x y T hh u v h N

β

β+β+ + = −ε +� � �� � .            (3.40в)

Здесь 

         ( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1), , , , , ,u v h u v h u v h x
N N N N N N N N N= −� � � .             (3.41)

Исключая резонансные члены из правых частей системы уравнений (3.40), 
приходим к уравнению для амплитуды A:

     
1

1

22 2 2 2 1
TA pA q A A kL A

β

β + α + β +α−β
ψ ψε + ε + ε = −ε .             (3.42)

Здесь ,p q  – постоянные комплексные коэффициенты, зависящие от па-
раметров взаимодействующих волн и зонального течения; их выражения 
приведены в Приложении 3. Важно, что реальные части ,p q  неотрицатель-
ны, т.е. Re , 0p q ≥ .   

Анализ различных случаев

Из (3.42) видно, что рост бароклинной моды создается постоянной накач-
кой в правой части уравнения, возникающей благодаря взаимодействию ба-
ротропной волны со средним зональным потоком. Второй и третий члены в 
левой части (3.42) обеспечивают насыщение бароклинной амплитуды, пос-
кольку Re , 0p q ≥ . При этом линейное по A  второе слагаемое возникает как 
результат взаимодействия вторичной баротропной моды (1)ψ  с зональным 
течением, а кубический по A  третий член – взаимодействия (1)ψ  с захвачен-
ной бароклинной модой. Показатель α , определяющий интенсивность зо-
нального течения, задан, параметры ,β β 1β  находятся из баланса между на-
качкой и затуханием в (3.42). Рассмотрим различные случаи. 
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1. Пусть доминирует кубическое насыщение, т.е. 

           1 2 2 2 2+ α −β = + β ≤ + α .            (3.43а) 

Из (3.43) следует, что 

           

1 1( 1),  
3 2

β = α − α ≥ β ≥ − .             (3.43б) 

2. Если доминирует линейное насыщение, то

          1 2 2 2 2+ α −β = + α ≤ + β ,            (3.44а) 

т.е.

           

1(1 ),  
2

β = − + α β ≥ − ≥ α .            (3.44б)

На основании (3.43б), (3.44б) приходим к выводу, что при 1/ 2α < −  доми-
нирует линейное насыщение, при 1/ 2α > −  − кубическое. В обоих случаях

 

              
1 
2

β ≥ − ,                  (3.45)

 
т.е. максимальный порядок предельной амплитуды волны не может превы-
шать 2/1−ε ; такая амплитуда достигается при 

          

1 
2

α = β = − .              (3.46) 

Медленное время во всех случаях определяется соотношением

          1 1β = + α −β .                (3.47) 

Зависимость 1,β β  от α  показана на рис. 6. 

Очевидно, при 1
2

α < −
 
уравнение (3.42) записывается в виде

    1TA pA kL A
β ψ ψ+ = − ;              (3.48а)
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при
 

1
2

α > −  в виде

             
1

2
TA q A A kL A

β ψ ψ+ = − ;            (3.48б)

и, наконец, при
 

1
2

α = −  в виде 

         1

2
TA pA q A A kL Aψ ψ+ + = − .             (3.48в)

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением случая 1
2

α = − , когда 
уравнение для амплитуды имеет наиболее «полный» вид (3.48в). 

Как и в разделе 3.2, при выводе (3.42) (и, следовательно, (3.48)) мы не исполь-
зовали регулярных асимптотических разложений, как, например в разделе 2. 
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Рис. 6. Зависимость уровня насыщения (параметр β) и медленного 
времени (параметр 1β ) от интенсивности зонального течения (пара-
метр α).
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Вместо этого был применен метод, опирающийся на физические соображе-
ния о балансе различных членов и являющийся, по существу, полуэвристиче-
ским. Для проверки правильности результирующих уравнений мы примени-
ли «стандартную» регулярную асимптотическую процедуру для нескольких 
выбранных значений параметра α  и показали, что во всех случаях результи-
рующее уравнение для бароклинной амплитуды в точности совпадает с од-
ним из уравнений (3.48). Например, при 0α =  (умеренный средний поток) 
получаем 1

1 4,  
3 3

β = − β = , т.е. разложение надо проводить по степеням 
1/3ε ; 

соответствующее уравнение для амплитуды имеет вид (3.48б). При 1
2

α = −
 (сильный зональный поток) имеем

 
1

1 ,  1
2

β = − β = ; уравнение для A  полу-

чается разложениями по степеням 1/ 2ε  и совпадает с (3.48в). Наконец, при
 2

3
α = −  (еще более сильный зональный поток)

 
1

1 2,   
3 3

β = − β = , и разложе-

ния снова надо проводить по степеням 1/3ε . Соответствующее уравнение для 
амплитуды имеет вид (3.48а); предельная амплитуда совпадает по порядку с 
амплитудой в случае 0α = , но насыщение происходит быстрее. 

Исследование процесса насыщения

Преобразуем уравнение (3.48в) к более удобному виду, используя новые 
переменные

 
   1T p T= , arg( )i kL Aq

A e A
p

ψ ψ=� .              (3.49) 

Для A�  получаем уравнение (волну для краткости опускаем):

             
2i i

TA e A e A A cχ λ+ + = ,                          (3.50) 

где

   

              
3/ 2arg ,  arg ,  

q kL A
p q c

p
ψ ψχ = λ = = .

Рассмотрим стационарные решения 0A  уравнения (3.50). Для 0 0B A=  и 
0 0argb A=  получаются следующие уравнения:

         
3 3

0 0 0 0 0 0cos cos cos ,  sin sin sin ,B B c b B B c bχ + λ = χ + λ = −          (3.51)
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откуда находим для 
2
0x B= :

              
3 2 22cos 0,  x x x c+ ϕ + − = ϕ = χ − λ .                     (3.52)

Используя теорему Виета нетрудно показать, что уравнение (3.52) имеет 
либо один, либо три положительных корня. Последнее выполняется при двух 
необходимых и достаточных условиях

   

3cos
2

ϕ < −  и 
2( ) ( )F x c F x+ −< < ,               (3.53) 

где
22 4 1cos cos

3 3 3
x± = − ϕ ± ϕ − .

При нарушении хотя бы одного из условий (3.53) уравнение (3.52) имеет 
один положительный корень. Зная 

2
0x B=  можно найти из (3.51) аргумент 0b . 

Исследование устойчивости стационарных состояний 
0

0 0
ibA B e=  пока-

зывает: 1) если положительный корень уравнения (3.52) единствен, то ему 
всегда соответствует устойчивое стационарное состояние; 2) в случае сущес-
твования трех положительных корней двум крайним корням соответству-
ют устойчивые стационарные состояния, среднему корню – неустойчивое. 
Каждое устойчивое состояние представляет собой фокус, к которому при-
тягивается решение, неустойчивое состояние – седловую точку. В случае 
единственного устойчивого стационарного состояния решение всегда к нему 
притягивается; в случае двух устойчивых состояний решение может притя-
гиваться к любому из них в зависимости от начальных условий. Сценарий 
выхода амплитуды A на стационар зависит также от коэффициента Re q 
при кубической нелинейности в уравнении (3.48в). Из формул (П3.5), (П3.8) 
Приложения 3, (3.3)–(3.5) следует, что для достаточно коротких волн Янаи 
( 0=m ) и Россби ( 1≥m ), таких что 

         

1 2 1,  0;  ,  1, 2,...
32 3

mk m k m+
> = ≥ =               (3.54)

 

коэффициент Re 0q = ; для достаточно длинных волн Re 0q >  и кубическое 
насыщение работает. Рис. 7 иллюстрирует различные сценарии насыщения 
амплитуды в зависимости от значения Re q , т.е. от длины возбуждаемой 
волны. 
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Рис. 7. Фазовые портреты системы (3.50) на плоскости Re ImA A− .
Слева: нелинейное насыщение отсутствует, / 2,  Re 0qλ = π = . 
Справа: нелинейное насыщение присутствует, 0,4 ,  Re 0qλ = π ≠ ,  

19 / 20,  0,3cχ = π = .

3.4. Пространственная модуляция

Для изучения пространственной модуляции возбуждаемых волн мы сно-
ва рассматриваем зональное течение 1/ 2~ −ε  и представляем решение в виде 
асимптотических разложений (2.18). Исключение секулярных членов дает 
следующие модуляционные  уравнения для амплитуд A и Aψ:

        
 1 1 1 1

1/ 2 ''( ) ( ) 0
2

bt bt
T g X X X

ic A Aψ ψ∂ + ∂ − ε σ ∂ = ,           (3.55а)

    
1 1 1 1

21/ 2 '' 1/ 2( ) ( )
2

bc bt
T g X X X

ic A A pA q A A kL Aψ ψ
⎡ ⎤∂ + ∂ + ε − σ ∂ + + = −ε⎢ ⎥⎣ ⎦

, (3.55б) 

где ,bt bcσ  − частоты баротропной и бароклинной волн, , , '( )bt bc bt bc
gc  = σ  − соот-

ветствующие зональные групповые скорости; штрих обозначает дифферен-
цирование по k .  Важно, что групповая скорость волны Янаи может суще-
ственно отличаться от групповой скорости баротропной волны Россби той 

же частоты, например, для длинных волн при
 

1 11,  
2

bc bt
g gk c c

k
<< ≈ << ≈ − . 

В то же время, групповые скорости бароклинной и баротропной волн Россби 
одинаковой частоты практически одинаковы. 

Поэтому при возбуждении волны Янаи баротропная и бароклинная вол-
ны «сильно» взаимодействуют только в  случае «плавной» пространственной 
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модуляции, когда поля зависят от 2 2,X T  и не зависят от 1 1,X T . В этом случае 
эффекты дисперсии слабы, и уравнения (3.55) с точностью до малых преоб-
разуются к виду  

    
2 2

( ) 0bt
T g Xc Aψ∂ + ∂ = ,              (3.56а)

 

          2 2

2bc
T g XA c A pA q A A kL Aψ ψ∂ + ∂ + + = − .            (3.56б)

При переходе в систему координат, движущуюся с групповой скоростью 
баротропной волны 

bt
gc , система (3.56) сводится к одному уравнению для вы-

нужденной нелинейной простой волны с зависящей от пространственной 
координаты вынуждающей силой. 

Если же возбуждается волна Россби, то bt bc
g gc c≅ , и в системе координат, 

движущейся с общей групповой скоростью, мы получаем для баротропной 
модуляции линейное уравнение Шредингера

          2 1 1

''( ) 0
2

bt
T X X

iA Aψ ψ∂ − σ ∂ = ,             (3.57а)

и соответствующее уравнение для бароклинной модуляции:

       2 1 1

2''( )
2

bt
T X X

iA A pA q A A kL Aψ ψ∂ − σ ∂ + + = − .           (3.57б)

Как в случае возбуждения волны Россби, так и при возбуждении  волны 
Янаи модуляционные уравнения имеют различный вид для малых и больших 
зональных волновых чисел. Как уже говорилось выше, для достаточно ко-
ротких волн, когда справедливы соотношения (3.54), нелинейное насыщение 
отсутствует (Re 0q = ), а для достаточно длинных волн – работает.  Масш-
табируя A в (3.57б) зависящей от времени фазой, мы получаем хорошо из-
вестное нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) с накачкой и затуханием. 
В случае немодулированной баротропной волны ( A constψ = ) это уравнение 
активно исследовалось в литературе после пионерской работы (Kaup and 
Newell, 1978). Известно, что в зависимости от значений накачки и затухания 
решение этого уравнения демонстрирует либо хаотическое (с различными 
типами хаоса; см., например Shlizerman and Rom-Kedar, 2006), либо регуляр-
ное поведение (Terrones et al., 1990), и может быть локализованным стаци-
онарным солитоном в некотором диапазоне параметров (Barashenkov and 
Smirnov, 1996). Поэтому, такие динамические режимы могут ожидаться в эк-
ваториальной динамике.     
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Для длинных волн Россби с Re 0q ≠  уравнение (3.57б) представляет со-
бой вынужденное уравнение Гинзбурга-Ландау с комплексными коэффици-
ентами (КГЛ). Фазовая диаграмма однородного уравнения КГЛ хорошо из-
вестна (Battogokh and Mikhailov, 1996). Кроме того, вынужденное одномерное 
уравнение КГЛ обсуждалось в контексте контроля турбулентности (Brush et 
al., 2000). Вместе с тем, какое-либо систематическое исследование вынужден-
ного одномерного уравнения КГЛ нам неизвестно. Вообще говоря, при на-
личии двух различных устойчивых равновесных состояний можно ожидать 
появления дефектов  типа доменных стенок и, отсюда, хаоса дефектов. Такие 
когерентные структуры могут быть найдены тем же способом, как для НУШ 
с накачкой и затуханием (Barashenkov and Smirnov, 1996). Такое же поведение 
можно ожидать и для волны Янаи (уравнение (3.56б). 

Некоторые примеры численного моделирования уравнений (3.56), (3.57) 
могут быть найдены в (Reznik and Zeitlin, 2007b); аналогичные расчеты для 
НУШ с накачкой и затуханием, соответствующие в нашем контексте возбуж-
дению коротких волн Россби, приведены в (Barashenkov and Smirnov, 1996; 
Terrones, 1990). 

Обсуждение результатов и выводы

Полученные результаты дают следующую физическую картину. В линей-
ном приближении экваториальный волновод прозрачен для баротропных 
волн Россби. В случае тройных взаимодействий благодаря нелинейности 
баротропные волны резонансно усиливают (например, из фонового шума) 
пару бароклинных захваченных экваториальных  мод Россби/Янаи с экспо-
ненциально растущими во времени амплитудами. В свою очередь, взаимо-
действующие бароклинные волны порождают экспоненциально растущую 
«вторичную» баротропную волну, распространяющуюся от экватора к по-
люсам – поправку 1εψ  к начальной баротропной волне 0ψ . Взаимодействие 
между «вторичной» баротропной волной и возбужденными волноводными 
модами останавливает рост последних, когда 1εψ  становится порядка 0ψ . 
При этом амплитуды захваченных волн стремятся к предельным значени-
ям, намного превосходящим амплитуду баротропной волны. Таким образом, 
рассмотренные нелинейные взаимодействия  обуславливает  одновременно 
и эффективный рост захваченных экваториальных мод, и обратное даль-
нодействие этих мод на баротропное поле. Огибающие волновых пакетов 
бароклинных волн описываются уравнениями Гинзбурга-Ландау, широко 
известными в нелинейной физике; пространственно-временная эволюция 
огибающих сопровождается образованием характерных «доменных стенок» 
и «темных солитонов». 

Взаимодействие свободной баротропной волны Россби с зональным те-
чением, направленным вдоль экватора, также может приводить к эффектив-
ной генерации захваченных экваториальных мод большой амплитуды. Одна-
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ко имеются и существенные отличия от случая триплета. Во-первых, только 
дискретный спектр баротропных волн Россби резонансно взаимодействует с 
захваченными модами в присутствии экваториального течения. Во-вторых, 
амплитуды этих мод растут на начальном этапе линейно, а не экспоненци-
ально, как в триплете. Уровень насыщения также может намного превышать 
амплитуду свободной волны, но зависит от амплитуды зонального течения. 
Само зональное течение при таком взаимодействии остается неизменным и 
играет роль «катализатора». В-третьих, огибающие захваченных волн под-
чиняются другим типам уравнения Гинзбурга-Ландау. Так, эволюция огиба-
ющих длинных захваченных волн Россби описывается вынужденным урав-
нением Гинзбурга-Ландау с комплексными коэффициентами, а огибающая 
коротких волн Россби – нелинейным вынужденным уравнением Шредингера 
с затуханием. Огибающие волн Янаи подчиняются нелинейному уравнению 
типа простой волны с кубической нелинейностью. Наконец, в-четвертых, 
подобно случаю триплета взаимодействие растущей захваченной моды с зо-
нальным потоком генерирует вторичную баротропную волну, но амплитуда 
этой волны (и, соответственно, степень ее воздействия на первичную волну) 
существенно зависит от интенсивности среднего течения. 

Итак, экваториальный волновод является ярким примером полупро-
зрачного волновода, где захваченные моды могут резонансно  возбуждаться 
свободными внешними модами. Такой механизм генерации весьма эффек-
тивен, т.к. результирующие амплитуды захваченных мод намного превы-
шают амплитуду свободной моды. Нам представляется, что похожий сце-
нарий возможен и для других типов полупрозрачных волноводов, которые 
рассматриваются в других областях физики, например, в нелинейной оптике 
и нелинейной акустике. Единственное похожее исследование, которое нам 
удалось найти в литературе, посвящено резонансному возбуждению захва-
ченных у берега краевых волн над наклонным дном волнами, набегающими 
из открытого океана (Minzoni and Witham, 1977; Akylas, 1983). Несмотря на 
то, что пространственно-временные масштабы, физическая природа и дис-
персия краевых волн совершенно отличны от экваториальных, результирую-
щие уравнения для огибающих оказываются весьма схожими. Уравнения эти 
изучены недостаточно, и наши результаты применимы, по крайней мере, ка-
чественно и к краевым волнам.

Приложение 1. Исключение секулярных членов

Подстановка асимптотических разложений в исходную систему приводит 
в каждом приближении к линейной вынужденной системе вида:

   

       
2

t x Qψ∇ ψ + ψ = ,             (П1.1а)

          t x uu yv h Q− + = ,
 t y vv yu h Q+ + = ,

 t x y hh u v Q+ + = ,      (П1.1б,в)
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где правые части  , , ,u v hQψ   зависят от предыдущих приближений. Решения си-
стемы (П1.1) ограничены при выполнении следующих условий ортогонально-
сти (или, иными словами, условий отсутствия секулярных членов в , , ,u v hQψ ):

     , ,
ˆ 0

x y t
Qψψ = , 

,
ˆˆ ˆ 0u v h x t

dy uQ vQ hQ
∞

−∞

+ + =∫ ,      (П1.2а, б)

где ˆˆ ˆ ˆ, , ,u v hψ  – произвольное ограниченное решение уравнений (П1.1). Угло-
вые скобки обозначают осреднение, определяемое обычным образом:

               

1... lim ...
2

x

x

L

x
x L

dx
L −

= ∫ ,                          (П1.3)

и аналогично для других переменных.   
В нашем случае правые части имеют вид:

          

( )
, , , , , ,

q qi k x tq
u v h u v h

q
Q Q e −σ

ψ ψ= ∑ ,              (П1.4)

где функции , , , ( )q
u v hQ yψ  быстро затухают при y → ±∞ . Нетрудно показать, 

что для таких , , ,u v hQψ  условия (П1.2) являются не только необходимыми, но и 
достаточными условиями существования ограниченных решений уравнений 
(П1.1) при 0, 0q qk ≠ σ ≠ . Важное различие между (П1.2а) и (П1.2б) заключа-
ется в том, что (П1.2а) содержит осреднение по y , а (П1.2б) – интегрирование 
по y . Очевидно, эта разница возникает из-за того, что свободная баротропная 
волна Россби (1.5) и захваченные моды (1.6) имеют различную пространствен-
ную структуру. Взаимодействие захваченных мод создает в (П1.4) слагаемые 
вида ( )~ ( ) q qi k x tq

qQ m y e −σ
ψ  с локализованной функцией ( )qm y ; при  этом условия 

(П1.2а) тождественно удовлетворяются, и уравнение (П1.1а) всегда имеет ог-
раниченное решение. Функции , ,u v hQ  также содержат аналогичные слагаемые, 
но условия (П1.2б) налагают на эти функции нетривиальные ограничения. 

Приложение 2. Некоторые коэффициенты в задаче о триплете

Коэффициенты  1,2L±  в уравнениях (2.4) даются формулами:

  
1 12 2 12

1 2 1 2

,  ily ilyi iL dye F L dye G
a a a a

± ± ± ±= − = −∫ ∫ ,            (П2.1)
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где
 

2
12 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )F U k U U k H H k k U U H H k U± ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= φ + φ φ + ± φ φ ± φ∓ ∓ ∓ ,

 
2

12 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )G U k U U k H H k k U U H H k U± ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= φ + φ φ + ± φ φ ± φ∓ ∓ ∓ .

Коэффициенты в (2.12) представляются в виде:

            

2

0 1 2( )sin ,  ,  
2
sLL dyF y ly P Q Q qQ sQ
l

∞

−∞

= − = = + +
σ∫ ,    (П2.2а,б,в)

 
где

         
  

0 ( ) ( )sin ( )
y

sQ dyF y dy F y l y y
l

∞ ∞

−∞

′ ′ ′= −
σ ∫ ∫ ,          (П2.3а)

 
  

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 ˆ ˆ( )( ) ( ) ( ) ( )

ˆ                  ( ) ( 2 )  ,

Q dy k u U U H U u U kUH h H
a

H h H i UU HH k U V

∞

−∞

⎡ ′= − + φ + + φ + + − +⎣

⎤′ ′ ′ ′φ + + + φφ − − φ ⎦

∫ � � �

� � (П2.3б)

 

2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 ˆ (3 5 3 )
3

Q dy H U H kUH U H
a

∞

−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞′= φ φ − + − + φ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ .  (П2.3в)

Функции 1 1,u h , 1 1 1, ,U V H� � � , входящие в (П2.3б):

0
1 1

ˆ
,  ,  ( )

2 1
m

m m m m
m m

Vu y V h y V V y
m

′= = = φ
+∑ ∑ , 1 2 2 / 2 1

m
m

m

rV
k k m

= φ
σ − − σ − −∑� ,

 
1 1 1 1

1 12 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
,  

( ) ( )
kV yV V kyVkH U kU HU H
i k k i k k

′ ′− σ σ −+ σ + σ
= − = −

σ − σ − σ − σ −

� � � �� � . 

Здесь 0̂mV , mr – коэффициенты разложений функций 0̂V  и 

2 2
1̂

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )iR k V kU H y U kH⎡ ⎤′= σ − + + σ + σ +⎣ ⎦σ

в ряд по функциям параболического цилиндра ( )m yφ , соответственно. 
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Для 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,U V V H имеем:

2
1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ),  ( ),  [( ) 2 ]q q qU U kU V kU H H kUH
a a a

′ ′ ′= − φ − = − φ φ − = − φ − ,

 
 

0
ˆˆ 2 ( )qV kU

a
′= − φ φ + .

Приложение 3. Коэффициенты в уравнении (3.42)

В приведенных ниже формулах функции 1 2
ˆ ˆ,F F  даются соотношениями 

(3.33).

            

2

1
1 ˆRe

8
ilyp dyF e

l a

∞

−∞

=
σ ∫  ,             (П3.1) 

  

(0) (0)
1 1 1 1 1

(0) (0) (0) (0) 2 2 2 (0)2 (0)2 (0)2

1 1ˆIm ( )sin ( ) (2
4 4

) 2 ( ) ( ) ( ) ,

y

p dyG dy F y l y y dy U h u
l a a

h u kh u U H kUH u h H h

∞ ∞ ∞

−∞ −∞

′⎡   = − + φ
⎣σ

′ ′ ⎤+ − + + φ − + + φ
⎦

∫ ∫ ∫

 (П3.2)

         
2

22

1 ˆRe
16

ilyq dyF e
l a

∞

−∞

=
σ ∫ ,                  (П3.3)

 

                
2 1 2 1 12

1 ˆ ˆIm ( )sin ( )
4 y

q dyF dy F y l y y Q
l a

∞ ∞

−∞

= − +
σ ∫ ∫

 
            (П3.4)

при

      
2 2 2 3 0l l k= − > ;                  (П3.5)  

            Re 0 q = ,                             (П.3.6)

1 1
2 1 2 1 2 1 2 12

1 ˆ ˆ ˆ ˆIm ( ) ( )
16

y
l y l y l y l y

y

q dyF e dy F y e dyF e dy F y e Q
l a

∞ ∞ ∞
− −

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

σ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫   (П3.7)
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при

     2 2 2 3 0l l k= − < .                      (П3.8)

Функции 1,Q G  даются формулами:

( )2 2 2 2 2 2
2

1 1 3 5 3
4 3

Q dy H U H kUH U H
a

∞

−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞′= φ φ − + − + + φ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ,

2 2 (0) (0)
1 ( ) 2 ( )G k l u k Uu ′= − φ − .
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INTERACTION OF FREE BAROTROPIC ROSSBY WAVES
 WITH EQUATORIAL WAVEGUIDE

G.M. Reznik, V.S. Zeitlin

Nonlinear interactions are studied between the baroclinic Rossby and/ or Yanai 
waves trapped in the equatorial waveguide and the barotropic Rossby wave freely 
propagating across the waveguide in the linear approximation. Th e situations are 
considered when the free wave interacts: 1) with two trapped equatorial modes; 
2) with one the mode in the presence of mean zonal fl ow. In the fi rst case the 
free wave resonantly excites a pair of exponentially growing in time trapped 
modes, in the second case – one linearly growing mode. With increasing time 
this growth stops and a nonlinear saturation of the trapped mode amplitudes 
takes place, the saturation levels being much greater than the barotropic wave 
amplitude. In turn, the growing trapped modes generate a secondary barotropic 
wave propagating from equator to poles; in due course, amplitude of this wave 
becomes of the order of the free wave amplitude. Described mechanism provides 
both an eff ective generation of large-amplitude equatorial modes and an eff ective 
energy exchange between the mid-latitudes and the equatorial region.
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