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Приводятся теоретические основы линейной теории волн в океане под 
ледяным покровом. Лед полагается тонкой упругой пластиной постоян-
ной толщины с постоянными значениями модуля Юнга, коэффициентов 
Пуассона и сжатия. Считается, что нормальная скорость на дне равна 
нулю, а на нижней границе льда выполнены линеаризованные кинема-
тическое и динамическое условия. Найдены и проанализированы явные 
решения для изгибно-гравитационных, внутренних, краевых изгибно-
гравитационных волн и волн Кельвина и соответствующие им дисперси-
онные уравнения. Все задачи рассматриваются с единых позиций и без 
использования гидростатического приближения.

Введение

Теоретическое описание волновых движений в океане с учетом рельефа 
дна, береговых границ, вращения Земли и стратификации вод является клас-
сической проблемой геофизической гидродинамики. Однако в большинстве 
широко известных монографий по волнам в океане (Ле Блон, Майсек, 1981; 
Гилл, 1986; Лайтхилл, 1981; Педлоски, 1984) нет даже упоминания о возмож-
ном влиянии ледяного покрова на такие волны. Вероятно, это связано с тем, 
что для корректного учета ледяного покрова требуется привлечение не толь-
ко гидродинамических подходов, но и методов теории упругости, что сущес-
твенно затрудняет исследования.

С другой стороны, существует обширная литература, посвященная соб-
ственно колебаниям ледяного покрова. Свойства таких волн (их называют 
изгибно-гравитационными) определяются совместным действием сил тяже-
сти, инерции и упругой силы со стороны ледяного поля. В современной лите-
ратуре изгибно-гравитационные волны описываются в рамках безвихревого 
движения жидкости, т.е. волны считаются потенциальными. Такой подход не 
дает возможности учитывать стратификацию вод, рельеф дна и вращение Земли.
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В настоящее время два больших направления физической океанологии – 
динамика волн в океане и динамика волн в ледяном покрове – существуют по 
отдельности. Необходимо объединить оба направления и с единых позиций 
изучать любые типы волновых движений под ледяным покровом.

1. Постановка задачи

1.1. Основные уравнения линейной теории

Сплошной ледяной покров при достаточно естественных условиях мож-
но рассматривать как тонкую упругую пластину, плавающую на поверхнос-
ти моря. Для теоретического описания колебаний ледяного покрова нужно 
учитывать упругие свойства ледяной пластины, силы сжатия, а также пла-
вучесть льда. Если не интересоваться процессами, происходящими внутри 
ледяного покрова, то исходную нелинейную систему уравнений движения в 
приближении идеальной жидкости можно записать в следующем виде:
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где ,U V  – компоненты горизонтальной скорости вдоль осей x и y соответс-
твенно; W  – вертикальная скорость (ось z направлена вертикально вверх); 

wR  – плотность воды; P�  – давление; constf =  – параметр Кориолиса; g  – 
ускорение свободного падения;
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317Волны в океане под ледяным покровом

d U V W
dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
.

Уравнения (1)–(5) следует дополнить граничными условиями на дне 
( , )z H x y= −  и на нижней поверхности льда ( , , )z x y t= η , где ( , , )x y tη  – про-

гиб ледяной поверхности. На дне должно выполняться условие непротека-
ния жидкости (равенство нулю нормальной составляющей скорости), кото-
рое записывается так:

   
( , ) 0n

H HU V W
x y

∂ ∂
≡ = + + =

∂ ∂
U U n ,      (6)

 

где ( ), ,U V W=U  – вектор скорости; , , 1H H
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

n  – вектор нормали к 
поверхности дна ( , ) 0H x y z+ = .

На нижней поверхности льда ( , , )z x y t= η  должны выполняться кинема-
тическое

              d W
dt
η

=
 
        (7)

и динамическое условия

               aP P=� ,         (8)

где ( , , )a aP P x y t=  – давление непосредственно на границе вода–лeд.
Рассмотрим волновые движения, представляющие собой малые отклоне-

ния от гидростатического состояния равновесия при отсутствии фоновых 
течений в океане (переменные в состоянии равновесия выделим нижним ин-
дексом 0):

   
0 0 0 0 ,0 0 0 0

0

0, 0, ( ) ( ), ( ) ( )
z

wU V W R z z P z g z dz= = ≡ η ≡ ≡ ρ ≡ − ρ∫ .     (9)

Пусть

 0 0 0( , , , ), ( , , , ), ( , , , )U U u x y z t V V v x y z t W W w x y z t= + = + = + ;    (10)

     0( , , , ) ( ) ( , , , )P x y z t P z P x y z t= +� ;     (11)
 

   0( , , , ) ( ) ( , , , )w wR x y z t z x y z t= ρ + ρ .     (12)
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Естественно называть ( , , , )P x y z t  отклонением давления от гидростатиче-
ского, или возмущением давления. Когда это не будет вызывать недоразуме-
ний, мы будем говорить о давлении, подразумевая возмущенное давление P .

В линейном приближении, полагая ( , , , )P x y z t << 0 ( )P z  и ( , , , )w x y z tρ << 
0 ( )zρ , получим:
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частота Брента-Вяйсяля.
Удобно свести систему уравнений (13)–(17) к одному уравнению для дав-

ления P . Из (13) и (14) имеем:
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L = . Применяя оператор L  к уравнению неразрывности (16), 
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где 
2 2

2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

 – горизонтальный оператор Лапласа.

Исключим из уравнений (15) и (17) плотность wρ , тогда
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Далее для простоты будем считать частоту Брента-Вяйсяля N  постоян-
ной. Исключая из (20) и (21) вертикальную скорость, получим:
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.    (22)

Интегрирование этого уравнения по времени дает:

   
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 ( , , )Nf N Q x y z
t z g z t

P⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
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.   (23)

Величина Q  не зависит от времени, поэтому она определяется из началь-
ных условий. Можно показать (Pedlosky, 2003), что функция Q  пропорцио-
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нальна потенциальной завихренности. Так как потенциальная завихрен-
ность сохраняется, то для периодических волновых движений ( , , ) 0Q x y z ≡ . 
Следовательно, уравнение для давления P имеет вид:

           
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 0P N Pf N P
t z g z t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + Δ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.     (24)

Если из (20) и (21) исключить /P t∂ ∂ , то получим уравнение для верти-
кальной скорости:

  
2 2 2 2

2 2
2 2 2 0w N wf N w

t z g z t
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= ,     (25)

которое, как видим, совпадает с уравнением для давления (24).

1.2. Граничное условие на дне

Из условия на дне (6):

      
 ( , )

0
z H x y
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x y =−

⎧ ⎫∂ ∂
+ + =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

.     (26)

Применяя к (26) оператор LM, получим граничное условие на дне, вы-
раженное только через давление:
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.    (27)

1.3. Граничные условия на нижней поверхности льда

Линеаризация кинематического условия (7) и его снос на невозмущенную 
нижнюю поверхность льда дает

            0z
w

t =

∂η
=

∂
.      (28)
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В дальнейшем нам понадобится выражение для прогиба ледяной поверх-
ности ( , , )x y tη  через давление 

0z
P

=
 на поверхности льда. Чтобы получить 

эту связь, подействуем на обе части условия (28) оператором M. Тогда:

      ( )
2

2
2

0 0

1
0

z

PN
t z

=

⎛ ⎞∂ ∂
+ η =⎜ ⎟∂ ρ ∂⎝ ⎠

− .     (29)

Перейдем к формулированию наиболее сложного динамического условия. 
Из (9) и (11) в линейном приближении получаем:

0
00

00

( , , , ) (0) ( , ,0, )
z

zz

PPP x y t P P P x y t
z z=

==

∂∂ ⎡ ⎤η ≈ + η ≈ + + η =⎣ ⎦∂ ∂

�� �

   0( , ,0, ) (0) ( , , ).P x y t g x y t = − ρ η          (30)

Если моделировать лед лежащей в горизонтальной плоскости тонкой 
упругой пластинкой постоянной толщины h, то из уравнения для свободных 
колебаний такой пластинки находим давление aP  на нижней границе льда 
(Ландау, Лифшиц, 1965; Liu, Mollo-Christensen, 1988):

    

2
2

2
0

1
(0) aP B Q M

t
∂ η

= Δ η + Δη +
ρ ∂

,     (31)

где

      
3

2
0 0 0

, ,
12(1 ) (0) (0) (0)

I hE h K hB Q M
s

ρ
= = =

− ρ ρ ρ
.    (32)

Здесь коэффициент B – цилиндрическая жесткость (или жесткость при 
изгибе) льда; E – модуль Юнга (или модуль растяжения); s – коэффициент 
Пуассона; K – коэффициент сжатия льда; const=Iρ  – плотность льда. 

Слагаемые, пропорциональные B, M и Q , возникают соответственно из-за 
упругих свойств льда, сил плавучести и сил сжатия, действующих на ледяной 
покров. Приведем характерные значения этих величин для льда (Liu and Mollo-
Christensen, 1988): E = 3× 109 Н м–2, s = 0.3, K = 2× 106 Н м–2, 0 (0)ρ  = 1025 кг м–3, 

00.9 (0)Iρ = ρ . Тогда при толщине льда 0.5h =  м: 65 10B ≈ ×  м5 с–2, 310Q ≈  м3 с–2, 
0.9M =  м. 
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Из (30), (31) и динамического условия (8) имеем:

         

2
2

0 20
(0)

z
P g B Q M

t=

⎡ ⎤∂
= ρ + Δ + Δ + η⎢ ⎥∂⎣ ⎦

.    (33)

При отсутствии льда (тогда 0h =  и поэтому 0B Q M= = = ) условие (33) 
принимает стандартный вид: 00z

P g
=

= ρ η. Условие (33) в дополнение к (29) 
дает еще одну связь между прогибом льда и давлением. В отличие от более 
общего выражения (29) эта связь отражает специфику именно данной пос-
тановки задачи. Из (33) с учетом уравнения (29) получаем единственное гра-
ничное условие на нижней поверхности льда, записываемое лишь через дав-
ление:

        

2 2
2 2

2 2
0

0
z

PN P g B Q M
t t z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + + Δ + Δ + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.   (34)

Уравнение (24) и граничные условия (27), (34) дают формализованную ма-
тематическую постановку задачи о волнах в океане с учетом ледяного покро-
ва. Мы видим, что единственное отличие данной постановки от стандартной 
постановки задачи о волнах в океане состоит лишь в граничном условии на 
его поверхности. Заметим, что мы не использовали приближения гидроста-
тики, что, как будет ясно из дальнейшего (см. раздел 5), весьма существенно 
при учете ледяного покрова.

2. Изгибно-гравитационные волны

В качестве первого и наиболее простого примера рассмотрим волны в без-
граничном океане постоянной глубины H, заполненном жидкостью постоян-
ной плотности; вращение Земли учитывать здесь не будем. Такие волны, как 
было показано в предыдущем разделе, описываются следующим уравнением 
и граничными условиями:

         

2

2 0P P
z

∂
+ Δ =

∂
;      (35)

      

2 2
2

2 2
0

0
z

P Pg B Q M
t t z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + Δ + Δ + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

;    (36)
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0

z H

P
z

=−

∂
=

∂
.      (37)

Будем искать решение поставленной задачи в виде плоской волны, рас-
пространяющейся в горизонтальном направлении:

( )( , , , ) ( )i tP x y z t e p z−ω= k r ,

где ( , )x yk k=k  – волновой вектор; ( , )x y=r , ω  – частота. Подставив это вы-
ражение в (35)–(37), получим краевую задачу для функции ( )p z :

        

2
2

2 0d p k p
d z

− = ;      (38)

       

4 2 2 2

0

( ) 0
z

d pg Bk Qk M p
d z

=

⎡ ⎤
+ − − ω − ω =⎢ ⎥

⎣ ⎦
;    (39)

          
0

z H

p
z

=−

∂
=

∂
.      (40)

Здесь
 

2 2
x yk k k= + .

Граничное условие при z H= −  удовлетворяется, если искать решение 
уравнения (35) в виде

              ( ) ch[ ( )]p z a k H z= + ,      (41)

где consta =  – амплитуда волны. Подстановка (41) в граничное условие (39) 
дает дисперсионное уравнение

   

2

4 2 2th( )k kH
g B k Q k M

ω
=

+ − − ω
.     (42)

При отсутствии льда, то есть при 0h =  (тогда 0B Q M= = = ), дисперси-
онное уравнение (42) переходит в хорошо известное дисперсионное уравне-
ние для поверхностных гравитационных волн в океане 

2 th( )gk kHω =  (Гилл, 
1986; Ле Блон, Майсек, 1981; Лайтхилл, 1981; Педлоски, 1984).
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Волны, описываемые дисперсионным уравнением (42), принято на-
зывать изгибно-гравитационными, так как их свойства определяются 
совместным действием силы тяжести и сил упругости со стороны плаваю-
щего ледяного покрова. С океанологической точки зрения интерес к изгиб-
но-гравитационным волнам связан с их распространением в прикромочной 
зоне дрейфующих льдов. Эти волны известны уже более 100 лет (начало их 
теоретическому изучению положено в 1887 г. работой известного английско-
го математика Гринхилла (Greenhill, 1887), и им посвящена обширная литера-
тура (Марченко, 1999; Хейсин, 1967; Тимохов, Хейсин, 1987; Squire et al., 1995; 
Squire, 2007). Важность таких волн обусловлена их ролью в механике льда 
и, особенно, способностью разрушать ледяные поля. Эти волны в условиях 
покрытого льдом океана могут распространяться на сотни километров (По-
верхностные и внутренние волны в арктических морях, 2002; Liu and Mollo-
Christensen, 1988).

3. Внутренние волны

Влияние ледяного покрова на распространение внутренних волн – прак-
тически важная, но мало изученная проблема. Обычно полагают, что при-
ближение «твердой крышки», отфильтровывающее поверхностную (то есть 
изгибно-гравитационную) моду и хорошо описывающее свойства внутрен-
них волн, можно применять и в случае, когда свободная поверхность заменя-
ется ледяным покровом. Тогда, поскольку в приближении «твердой крышки» 
вертикальная скорость на поверхности равна нулю, не должно быть ника-
ких смещений ледяного покрова вдоль вертикали, то есть в натурных усло-
виях практически нельзя регистрировать внутренние волны по колебаниям 
ледяного покрова. Такой вывод, однако, противоречит данным наблюдений 
(Смирнов, 1972; Смирнов, 1996; Смирнов, Савченко, 1972; Смирнов и др., 2002; 
Czipott et al., 1991). Так, на дрейфующей станции «Северный полюс-20» в 1970 г. 
(Смирнов, 1972; Смирнов, 1996) были зарегистрированы колебания ледяного 
покрова, которые по своим волновым характеристикам нельзя было отнести 
к поверхностным изгибно-гравитационным волнам. Они интерпретирова-
лись как проявления внутренних волн в условиях ярко выраженной пересло-
енности вод Арктического бассейна. В связи с этим возникает необходимость 
развития теории внутренних волн в применении к волнам в стратифициро-
ванном покрытом льдом океане (Музылев, 2008; Музылев, Олейникова, 2007).

В соответствии с разделом 1 внутренние волны в линейном приближе-
нии описываются следующим хорошо известным в теории внутренних волн 
в океане уравнением (Гилл, 1986; Ле Блон, Майсек, 1981; Pedlosky, 2003):

       

2 2 2 2
2

2 2 2 0P N P N P
t z g z t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + Δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (43)
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и граничными условиями:

          
0

z H

P
z

=−

∂
=

∂
.      (44)

        

2 2
2 2

2 2
0

0
z

PN P g B Q M
t t z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + + Δ + Δ + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.   (45)
 

Для простоты будем считать частоту Брента-Вяйсяля N  постоянной. Сла-
гаемое ( )2N g P z∂ ∂  в (43) в большинстве реальных случаев мало по срав-
нению с 2 2P z∂ ∂ , поэтому мы его отбрасываем (приближение Буссинеска). 
Это делается лишь для упрощения выкладок, при отказе от приближения 
Буссинеска принципиальных трудностей не возникает.

Как и в случае изгибно-гравитационных волн, будем искать решение по-
ставленной задачи в виде плоской волны, распространяющейся в горизон-
тальном направлении:

( )( , , , ) ( )i tP x y z t e p z−ω= k r .

Подставив это выражение в (43)–(45), получим краевую задачу для функции 
( )p z . Граничное условие (44) при z H= −  удовлетворяется, если искать реше-

ние уравнения (43) в виде ( )( ) cosp z a H z= λ +⎡ ⎤⎣ ⎦ , где 2 2 2( ) /k Nλ = − ω ω , 
2 2
x yk k k= + .

Тогда из граничного условия (45) следует дисперсионное уравнение для 
внутренних волн под ледяным покровом

   

2 2

4 2 2tg NH
g Bk Qk M

− ω
λ λ =

+ − − ω
.     (46)

При отсутствии льда, то есть при 0h =  (тогда 0B Q M= = = ), дисперси-
онное уравнение (46) переходит в хорошо известное дисперсионное уравне-
ние для гравитационных волн в стратифицированном океане (Гилл, 1986; Ле 
Блон, Майсек, 1981; Лайтхилл, 1981; Педлоски, 1984).

Когда Nω > , параметр λ  становится чисто мнимым, в этом случае урав-
нение (46) имеет единственный вещественный корень 0 ( )kω , соответствую-
щий изгибно-гравитационной волне. В дальнейшем мы будем интересовать-
ся только внутренними волнами и считать Nω < .
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Уравнение (46) выражает неявную зависимость частоты ( ),n k hω , 1,2,...n = , 
от волнового числа k  для различных мод внутренних гравитационных волн 
под ледяным покровом постоянной толщины h . Эти зависимости показаны 
на рис. 1. Как видно из этого рисунка (и можно подтвердить расчетами), при-
веденные дисперсионные кривые практически не отличаются от дисперсион-
ных кривых ( ,0)n kω  для внутренних волн в безледных условиях. Хорошо из-
вестно (Гилл, 1986; Ле Блон, Майсек, 1981; Pedlosky, 2003), что в приближении 
«твердой крышки», когда вертикальная скорость на поверхности полагается 
нулевой, или, что то же самое, 

0
( / ) 0

z
P z

=
∂ ∂ = , справедливо приближенное 

равенство

   
2 2 2 2

( ,0) , 1, 2,...n
k H Nk n

n k H
ω ≈ =

π +
.    (47)

Из рис. 1 и расчетов следует, что ( , ) ( ,0)n nk h kω ≈ ω .

 / Nω
 Nω =

0.5

0
0 10 20 30

kH

h=2m

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

1

Рис. 1. Дисперсионные кривые для внутренних гравитационных волн 
под ледяным покровом постоянной толщины 2h = м. Построения вы-
полнены для океана глубиной H = 3000 м и частоты Брента-Вяйсяля 
N = 0.001 с–1.

Однако для прогиба ледяной поверхности ситуация более сложная. 
Действительно, из (29) следует, что
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( )
2 2

0

sin( , , )
(0)

i ta Hx y t e
N

−ωλ λ
η =

ρ − ω
k r .     (48)

На частотах, близких к частоте Брента-Вяйсяля (т.e. при Nω ≈ ), в выраже-
нии (48) возникает неопределенность типа 0 / 0. Эту неопределенность можно 
раскрыть с помощью дисперсионного уравнения (46), из которого получаем

( )
4 2 2

0

cos( , , ) , 1, 2,...
(0) ( , )

ni t
n

n

a Hx y t e n
g Bk Qk M k h

−ωλ
η = =

ρ + − − ω
k r .

Поскольку приближение «твердой крышки» хорошо описывает дисперси-
онные кривые внутренних волн подо льдом, то окончательно имеем

 

( )
4 2 2

0

( 1)( , , ) , 1, 2,...
(0) ( ,0)

n

n
i t

n
n

ax y t e n
g Bk Qk M k

−ω−
η ≈ =

ρ + − − ω
k r .   (49)

Из (49) следует, что в общем случае прогибы внутренних мод зависят от 
волновых чисел k , причем при больших волновых числах и, следовательно, 
при частотах, близких, но меньших N , прогибы для всех внутренних мод 
стремятся к нулю, а не остаются постоянными и равными 0/ (0)a gρ , как в 
случае безледного моря.

Волновое число maxk , при котором достигается экстремум прогиба, можно 
найти из уравнения:

           

2 2
2 2 2

2 2 2 2 22
( )max

max

nB k Q MN H
n k H

π
− =

π +
.    (50)

В реальных условиях правая часть (50) мала, поэтому / 2maxk Q B≈ . Тог-
да соответствующие нормированная частота , , /n max n max Nσ = ω  и фазовая 
скорость ,n maxc  равны:

  
, ,2 2 2 2 2 2

2,
2 2n max n max

Q BH c NH
n B Q H n B Q H

σ ≈ ≈
π + π +

, 1,2,...n = .  (51)

На рис. 2 показаны амплитуды прогибов nη  для внутренних мод гравита-
ционных волн под ледяным покровом как функции нормированной частоты 

/ Nσ = ω . Мы видим, что на частотах ω, близких к частоте Брента-Вяйсяля 
N , прогиб льда имеет максимум, причем с ростом номера моды этот макси-
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мум смещается в сторону меньших частот. Резкое изменение прогиба льда в 
окрестности частоты N  физически обусловлено тем, что частоты внутрен-
них волн в океане не могут превышать N , тогда как для волн в ледяном по-
крове нет ограничений ни по частоте, ни по волновым числам. Заметим, что 
с уменьшением длины волны давление на нижней границе льда в силу (45) 
неограниченно растет. Для исключения его неограниченного роста, необхо-
димо, чтобы прогиб льда стремился к нулю с уменьшением длины волны.

        
0

0 1

1
n=1

n=2
n=3

n=4

0/n nη η
0 2/ 4 /(4 )n n gB gB Qη η ≈ −

4,maxσ 3,maxσ 2,maxσ
σ

Рис. 2. Прогибы ледяного покрова nη  для первых четырех мод вну-
тренних гравитационных волн как функции нормированной частоты 

/ Nσ = ω . Каждый профиль нормирован на амплитуду 0
nη  волны при 

0σ =  (не в масштабе).

Для всех значений параметров рассматриваемой задачи , 1n maxσ < . Срав-
ним численные значения характеристик колебаний ледяного покрова по 
результатам предлагаемой теории с данными наблюдений в Северном Ледо-
витом океане (Смирнов, 1972; Смирнов, 1996). В случае сплошных арктиче-
ских полей толщиной 3 м наблюдения дают для периода волны 24 мин. Если 
принять частоту Брента-Вяйсяля, равной 0.01 с–1, то по теории для первой 
моды из (11) получаем 2 /max maxT = π ω =12 мин, длину волны 2 /max maxL k= π
= 600 м, фазовую скорость maxc =0.8 м с–1. Для льдов Центральной Арктики, 
толщина которых достигает 7 м, по наблюдениям период волны может 
составлять от 3 до 80 мин. По теории, если принять, что частота Брента-
Вяйсяля лежит в диапазоне от 0.005 с–1 до 0.05 с–1, для первой моды получаем: 
3 мин maxT< <  36 мин, maxL = 1400 м, 0.65 м с–1 maxc< <  6.5 м с–1.
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Как видим, натурные и теоретические результаты сопоставимы. Нужно 
отметить, что числовые значения механических характеристик морского 
льда, в частности, коэффициента сжатия K , известны с большим разбросом. 
Поэтому конкретные величины определяемых в натурных условиях частот 
могут отличаться от простых выражений (51). Важна, однако, предсказывае-
мая построенной теорией принципиальная возможность регистрации вну-
тренних волн под ледяным покровом на частотах, близких к частоте Брента-
Вяйсяля.

С целью экспериментальной проверки теоретических выводов данно-
го раздела о возможном влиянии коротких внутренних волн на колебания 
сплошного ледяного покрова были проведены экспедиционные исследова-
ния в мелководном фиорде Ван Майен в южной части Шпицбергена. Иссле-
дования проводились в нескольких точках акватории бухты Свеа. Измерения 
коротких внутренних волн показали, что колебания температуры и скорости 
течений с периодом около 10 минут и амплитудой внутренних волн около 
1 м коррелируют с колебаниями ледяного покрова того же периода и ампли-
тудой порядка нескольких миллиметров (Марченко и др., 2010). Эти резуль-
таты согласуются с теоретическими выводами.

4. Краевые волны

Шельфовая зона океана – волновод для захваченных волн (краевых, Кель-
вина, шельфовых). Задача о влиянии ледяного покрова на захваченные волны 
в шельфовой зоне океана является весьма сложной и совершенно не изучен-
ной. Наличие ледяного покрова приводит к появлению коротких изгибно-
гравитационных волн, поэтому невозможно использовать стандартное (и не 
всегда оправданное) длинноволновое приближение для описания захвачен-
ных шельфом волн. Возникает необходимость рассматривать трехмерную 
задачу, переменные в которой, как правило, не разделяются.

Краевые волны распространяются вдоль берега, их амплитуда убывает 
экспоненциально и не обязательно монотонно в сторону открытого моря. 
Часто считают, что амплитуды всех мод краевых волн максимальны на бе-
регу, однако в общем случае это не так, что показывает пример капилляр-
ных краевых волн (Muzylev et al., 2005) и краевых волн подо льдом (см. да-
лее). Важность краевых волн определяется тем, что они захвачены, т.е. их 
энергия сосредоточена только в прибрежной зоне, они не могут излучать 
энергию в открытое море. Сейчас имеются веские доказательства практи-
ческой значимости краевых волн: они определяют динамику береговых про-
цессов в прибрежной зоне, с их помощью объясняют образование песчаных 
баров, существование разрывных течений и многих других явлений. Теория 
краевых волн, ведущая своe начало с 1846 г. от пионерской работы Стокса 
(Stokes, 1880), после более чем столетнего перерыва была развита Эккартом 
(Eckart, 1951) и Урселлом (Ursell, 1952). Сейчас теории и приложениям кра-
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евых волн посвящены сотни работ, несколько монографий (Ефимов и др., 
1985; Рабинович, 1993; Komar, 1998), и практически в каждой книге по волнам 
в океане (Гилл, 1986; Куркин, Пелиновский, 2004; Ле Блон, Майсек, 1981) есть 
соответствующий раздел.

Отметим, что волновые характеристики захваченных волн подо льдом за-
висят от толщины ледяного покрова, так как в силу упругих свойств льда от 
его толщины зависят коэффициенты цилиндрической жесткости, инерции 
и сжатия льда, а через них, в свою очередь, выражается давление на ниж-
ней границе льда. Это в дальнейшем может быть использовано для оценки 
многолетней и сезонной изменчивости толщины морского льда в шельфовых 
зонах ледовитых морей по данным сейсмометров, наклономеров и спутнико-
вых альтиметров.

4.1. Постановка задачи

Рассмотрим заполненную жидкостью область, ограниченную прямоли-
нейным берегом 0y = , сверху – ледяным покровом постоянной толщины h 
и снизу – плоским наклонным дном tgz y= − α  («бесконечный откос»). Ось 
z  направлена вертикально вверх, ось x совпадает с линией берега, ось y  на-
правлена по нормали к берегу в сторону открытого моря (рис. 3).

 tgz y= − α

α η

 x

 y

z

Рис. 3. Геометрия области.
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Жидкость считаем однородной, невязкой, несжимаемой и невращающейся. 
Тогда в линейном приближении движение жидкости описывается следующи-
ми уравнениями и граничными условиями (см. раздел 1):

        
2

2 0PP
z

∂
Δ + =

∂
;      (52)

          
tg

tg 0
z y

P P
z y

=− α

⎛ ⎞∂ ∂
+ α =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

;     (53)

     

2 2
2

2 2
0

0
z

P Pg B Q M
t t z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + Δ + Δ + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (54)

Будем искать непрерывное и дифференцируемое вместе с соответствую-
щими производными вплоть до границ решение поставленной задачи. Тогда 
в силу (52) условие (54) можно переписать следующим образом:

  
2 4 2 2

2 4 2 2
0

0
z

P Pg B Q M
t z z t z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (55)

Поскольку мы рассматриваем волны типа краевых, то, как и в случае кра-
евых волн без учета льда, нужно потребовать ограниченности решения на 
линии берега и его затухания при удалении от берега в сторону открытого 
моря, т.е.:

при y → ∞ :           0P → .      (56)

Заметим, что граничные условия (54), (55) имеют пятый порядок по про-
странственным переменным. Однако в силу того, что движение описывается 
уравнением в частных производных второго порядка, а именно, уравнением 
Лапласа (52), никаких дополнительных граничных условий не требуется.

4.2. Решение задачи

Будем искать ограниченные решения задачи (52), (53), (55), (56) в виде 
плоской волны, распространяющейся вдоль оси x :

( )( , , , ) ( , )i k x tP x y z t e p y z−ω= .
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Тогда для ( , )p y z  получаем уравнение

              
2 2

2
2 2 0p p k p

y z
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

;      (57)

и граничные условия:

при 0z = :    
4 2

4 2
2 2 0p

zg
z z

B Q M p∂
∂

⎛ ⎞∂ ∂
+ − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

ω ω− = ;    (58)

при t gz y= − α :   t g 0p p
z y

∂ ∂
+ α =

∂ ∂
;       (59)

при y → ∞ :         ( , ) 0p y z → .         (60)

Трудность решения поставленной задачи состоит в том, что нельзя разде-
лить переменные, поэтому необходимо изучать двумерную задачу. Решение 
можно искать с помощью хорошо развитого аппарата q-разностных уравне-
ний первого порядка (Peters, 1952; Roseau, 1958; Williams, 1961). Однако в этом 
нет необходимости, поскольку ранее (Музылев, Одуло, 1980) при использова-
нии такого аппарата было получено весьма общее выражение для краевых 
волн во вращающейся стратифицированной жидкости у прямолинейного 
берега с наклонным дном.

В связи с этим будем искать решение задачи (57)–(60) в следующем виде 
(см. также Музылев, 2006; Muzylev et al., 2005):

       
{ }

0 0

0 1
1

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , 1, 2,...,
n

n m n m m n m
m

p y z p y z

p y z p y z A p y z C p y z n

+

+ − +
−

=

=

= + + =∑
 

               
(61)

где * *( , ) exp[ cos( 2 ) sin( 2 )], 0, 1, ...,mp y z y m z m m n± = −κ θ + α ± κ θ + α = . 

Постоянные 
*, , , m nAθ α κ  и m nC  нужно найти.

Из (57) следует | |kκ = . На дне

*

tg

cos( 2 )( , ) exp
cosm z y

mp y z y±

=− α

⎡ ⎤θ α + α
= −κ⎢ ⎥α⎣ ⎦

∓
,
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поэтому для равенства показателей экспонент в 1( , )mp y z−
−  и ( , )mp y z+  при 

tgz y= − α необходимо *α = α. Граничное условие (59) при 0m =  дает θ = α, 
а при 0m ≠  получаем 1m nC = , 1,2,..., .m n=

Для нахождения постоянных m nA  будем использовать условие на нижней 
поверхности льда (58). Удобно определить дифференциальный оператор

N 
5 3

2 2
5 3g B Q M

z z z z
∂ ∂ ∂ ∂

= + − − −
∂ ∂ ∂ ∂

ω ω .

Тогда

N 2 2
0( , ) | (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( , 0),m z m m m mp y z M K k k M K k p y± ±

= ⎡ ⎤= ± + ω − ± ω⎣ ⎦

где
3 5

2 ( ) ( ) ( )
( )

1 ( )
m m m

m
m

g K k Q K k B K k
k

M K k
− +

ω =
+

,

( ) | | sin(2 1)mK k k m= + α , 0, 1, 2,..., .m n=

Заметим, что ( , 0) ( , 0) ( )m m mp y p y y+ −= ≡ φ , поэтому из (58) и (61) следует

N 2 2
0 0 0 0( , ) | (1 ( )) ( ) ( )n zp y z M K k k y= ⎡ ⎤= + ω − ω φ +⎣ ⎦

{ 2 2
1 1 1 1

1
(1 ( )) ( ) (1 ( )) ( )

n

mn m m m m
m

A MK k k MK k y− − − −
=

⎡ ⎤+ − + ω + − ω φ +⎣ ⎦∑

}2 2(1 ( )) ( ) ( ) 0.m m mM K k k y⎡ ⎤+ + ω − ω φ =⎣ ⎦

Приравнивая коэффициенты при одинаковых экспонентах ( )m yφ , 
0,1,2,...,m n= , получаем:

 
2 2 2 2

1,( ) ( ) ( ) , 0,1,..., 1m m n m m m nk A k k A m n+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω − ω = ω + γ ω = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;   (62)

              2 2( ) 0n n nk A⎡ ⎤ω − ω =⎣ ⎦ .      (63)
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Здесь 
 

      
1 ( )

( )
1 ( )

m
m

m

M K k
k

M K k
−

γ =
+

, 0, 1.nA =

Условие (63) дает
3 5

2 2 ( ) ( ) ( )
( )

1 ( )
n n n

n
n

g K k Q K k B K k
k

M K k
− +

ω = ω ≡ =
+

 
3 3 5 5| | sin(2 1) | | sin (2 1) | | sin (2 1) .

1 | | sin(2 1)
g k n Q k n B k n

M k n
+ α − + α + + α

=
+ + α

   (64)

Из рекуррентного соотношения (62) получаем:

   

2 21

2 2
0

( ) ( )
( ) , 1, 2,...,

( ) ( ) ( )

m
s n

m n
s s s n

k k
A k m n

k k k

−

=

ω − ω
= =

ω + γ ω∏ .    (65)
 

Таким образом, произвольная мода краевой изгибно-гравитационной 
волны имеет следующий вид:

[ ]0 ( , ) exp | | cos | | sin ,p y z k y k z= − α+ α  

0( , ) ( , )np y z p y z= +

  (66)
     

[ ]
[ ]1

exp | | cos(2 1) | | sin(2 1)
( )

exp | | cos(2 1) | | sin(2 1)

n

m n
m

k y m k z m
A k

k y m k z m=

⎧ ⎫− − α − − α +⎪ ⎪+ ⎨ ⎬
+ − + α + + α⎪ ⎪⎩ ⎭

∑    

1,2,...,n =

причeм соотношение (64) служит дисперсионным уравнением для моды с но-
мером n (рис. 4).

Между полученными решениями (66) и решениями Урселла (Ursell, 1952) 
есть взаимно однозначное соответствие, однако вопрос о существовании 
каких-либо других мод, специфичных только при учете ледяного покрова, 
остается открытым.
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Рис. 4. Дисперсионные кривые ( )n kω  для краевых изгибно-грави-
тационных волн в случае открытой воды (а) и в случае ледяного по-
крова толщиной 2h =  м (б). Угол наклона дна 10α = °, n – номер 
моды. Штриховыми линиями показаны дисперсионные кривые 

1/ 23 5( ) ( | | | | | | ) /(1 | |)k g k Q k B k M k∞ ⎡ ⎤ω = − + +⎣ ⎦  для бесконечно глу-

бокой жидкости.
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4.3. Основные результаты

Из условия затухания (60) и явного выражения для давления в краевой 
волне (66) получаем ограничение на количество мод краевых волн в зависи-
мости от угла α:

        (2 1)
2

n π
+ α < .      (67)

Это ограничение совпадает с аналогичным условием для краевых гравита-
ционных (Ursell, 1952) и краевых капиллярных волн (Muzylev et al., 2005).

Для нулевой моды наши результаты не отличаются от результатов 
Молло-Кристенсена (Mollo-Christensen, 1983). При игнорировании льда 
( 0B Q M= = = ) полученное решение переходит в решение Урселла (Ursell, 
1952), так как в этом случае

       
1 1

0 0

sin(2 1) sin(2 1) t g( )( ) ( 1)
sin(2 1) sin(2 1) t g( 1)

m m
m

m n
s s

s n n sA k
s n n s

− −

= =

+ α − + α − α
= = −

+ α + + α + + α∏ ∏ .     (68)

Если 0B M= =  и / wQ = −σ ρ  (σ – коэффициент поверхностного натяже-
ния воды), полученное решение совпадает с решением (Muzylev et al., 2005) 
для краевых капиллярных волн.

На рис. 4 приведены дисперсионные кривые ( )n kω  для первых четырех 
мод краевых волн в безледных условиях и при толщине льда h = 2 м. Из этого 
рисунка видно, что при заданном периоде и номере моды краевые волны подо 
льдом имеют бóльшую длину, чем такие же волны при отсутствии льда. Этот 
вывод справедлив и для волн в бесконечно глубоком океане (штриховые ли-
нии на рис. 4), когда дисперсионное уравнение, как известно (Liu and Mollo-
Christensen, 1988), имеет вид 3 52 2 ( ) ( ) /(1 )k g k Q k B k M k∞ω = ω ≡ − + + . 
При заданной частоте краевой волны еe длина увеличивается с ростом но-
мера моды и достигает своего наибольшего значения в случае волн в бес-
конечно глубокой жидкости. Это следует из того простого факта, что 

( ) [ sin(2 1) ]n k k n∞ω = ω + α . Таким образом, при заданных значениях угла 
наклона дна и толщины ледяного покрова для всех волновых чисел частота 
краевых волн ( )n kω  всегда меньше частоты ( )k∞ω . Можно показать, что при 
учете льда кривая ( )k∞ω = ω  в плоскости ( , )kω  отделяет область дискретного 
спектра задачи (52), (53), (55), (56) от непрерывного, что при 0B Q M= = =  
(открытая вода) совпадает с ранее полученными выводами (Ursell, 1952).

Обозначим через 2 / kλ = π  длину краевой волны вдоль берега. Фазо-
вая скорость ( ) ( / 2 ) ( )n nc λ = λ π ω λ  моды с номером n  краевой изгибно-
гравитационной волны в отличие от чисто гравитационных краевых волн 
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(т.е. при отсутствии льда) не монотонна (рис. 5). Скорость распространения 
( )nc λ  такой волны при возрастании длины волны λ  от 0 до ∞  сначала убы-

вает от бесконечности до некоторого минимума min
nc  при min

nλ = λ , а потом 
возрастает от min

nc  до бесконечности. Нетрудно показать, что при λ, много 
больших в сравнении с min

nλ  (длинные волны), влиянием ледяного покрова 
на краевые волны можно пренебречь. Наоборот при λ , малых в сравнении 
с min

nλ  (короткие волны), можно не учитывать действие силы тяжести. Отме-
тим, что с одной и той же скоростью min

nc c>  могут распространяться волны 
двух различных длин, при этом одна из этих длин будет больше, а другая 
меньше min

nλ . Такое поведение скорости распространения волн типично и для 
капиллярных волн (Кочин и др., 1963).
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Вдольбереговая длина волны     , м λ

Рис. 5. Фазовая скорость ( )nc λ  краевых изгибно-гравитационных 
волн как функция вдольбереговой длины волны λ . Толщина ледяного 
покрова 2h = м, угол наклона дна 10α = °, n – номер моды. Штрихо-
вой линией показана фазовая скорость изгибно-гравитационных волн 
для бесконечно глубокой жидкости.

Отметим, что все кривые ( )nc λ  подобны, поскольку, как нетрудно пока-
зать,

          [ ]( ) sin(2 1) / sin(2 1)nc n c n∞λ = + α ⋅ λ + α ,    (69)

где ( )c∞ λ  – фазовая скорость волн в покрытом льдом море бесконечной глубины.

Gidromet_Book.indb   337Gidromet_Book.indb   337 19.03.2010   15:33:1419.03.2010   15:33:14



338 С.В. Музылев

Из (69) следует, что для всех мод краевых волн nc c∞<  и 
min min sin(2 1)n n∞λ = λ + α, т.е. min

nλ  возрастает с ростом номера моды и достига-
ет максимального значения min

∞λ  в случае бесконечно глубокой жидкости. Со-
гласно рис. 5, при заданных параметрах ледяного покрова и угле наклона дна 
краевые изгибно-гравитационные волны можно считать короткими, если их 
длина составляет десятки и первые сотни метров, и длинными, если их длина 
составляет тысячу и более метров.

На рис. 6 показаны прогибы ( )n yη  ледяного покрова для первых четырех 
мод краевых изгибно-гравитационных волн различного периода T . Прогиб 

( )n yη  находится из соотношения (29) при 0N = , из которого следует:

   
2

0

( , )1( ) , 0, 1, 2, ...
( )

n
n

n w z

p y z
y n

k z
=

∂
η = =

ω ρ ∂
.      (70)

Каждый профиль ( )n yη  нормирован на значение 0 (0)nη  краевой волны на 
берегу при отсутствии льда, но с тем же номером моды n  и тем же периодом T . 
Все построения выполнены для угла наклона дна α = 10° и толщины ледяного 
покрова 2h =  м. Как видно из этого рисунка, учет ледяного покрова приво-
дит к более сложному поведению профилей краевых волн, особенно в обла-
сти малых их периодов. В частности, максимальная величина прогиба может 
достигаться в открытом море, а не на берегу, как в случае уровня у краевых 
гравитационных волн. Количество нулей моды не обязательно совпадает с ее 
номером. Аналогичными особенностями обладают и профили краевых ка-
пиллярных волн (Muzylev et al., 2005). Интересно, что из-за существования 
льда все моды, кроме нулевой, на берегу принимают бόльшие значения, чем 
такие же моды в безледных условиях. Кроме того, амплитуда нулевой моды 
на урезе заметно уменьшается с уменьшением ее периода. Это связано с тем, 
что при отсутствии льда краевые волны с тем же периодом становятся более 
короткими (рис. 6).

Итак, ледяной покров существенно влияет на характеристики краевых 
волн в области коротких волн (десятки и первые сотни метров), для длин-
ных же волн (тысяча и более метров) его роль незначительна. При фиксиро-
ванной длине скорость распространения таких волн всегда меньше скорости 
изгибно-гравитационных волн в море бесконечной глубины. Существование 
ледяного покрова приводит к более сложной зависимости прогибов льда от 
нормальной к берегу координаты, особенно в области малых периодов крае-
вых волн. В частности, в ледовых условиях амплитуда отличных от нулевой 
моды краевых волн на берегу превышает амплитуду аналогичных волн в без-
ледный период, причем максимум амплитуды может достигаться и на неко-
тором удалении от берега.
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Рис. 6. Прогибы ( )n yη  ледяного покрова для краевых изгибно-
гравитационных волн различного периода T  как функции нормаль-
ной к берегу координаты y. Каждый профиль нормирован на ампли-
туду 0 (0)nη  краевой волны на урезе с тем же номером моды n и тем же 
периодом T , но при отсутствии льда. Во всех случаях угол наклона дна 
α = 10°, толщина ледяного покрова 2h =  м.
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5. Волны Кельвина

Рассмотрим на вращающейся Земле заполненный однородной жидкостью 
канал с прямолинейными берегами при 0y =  и y L= . Будем полагать, что 
сверху канал ограничен ледяным покровом постоянной толщины h, а снизу – 
дном constz H= − = . Ось z  направлена вертикально вверх, ось x  совпада-
ет с линией берега 0y = , ось y  направлена по нормали к берегу в сторону 
открытого моря.

Исходная линеаризованная система уравнений движения в приближении 
идеальной жидкости в соответствии с разделом 1 имеет следующий вид:

        

2 2 2
2

2 2 2 0P Pf
t t z

⎛ ⎞∂ Δ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.     (71)

Задачу следует дополнить граничными условиями на берегах (которые бу-
дем полагать отвесными), дне и нижней поверхности льда. На берегах нор-
мальная составляющая скорости равна нулю, т.е.:

            0,
0

y L
v

=
= .      (72)

На дне выполняется условие непротекания жидкости, которое в рассмат-
риваемом случае имеет вид:

           
0

z H

P
z

=−

∂
=

∂
.      (73)

На нижней кромке ледяной поверхности – условие

 
  ( )

2
2 2 2

2
0

/ 0
z

P Pg B Q M t
t z

=

⎡ ⎤∂ ∂
+ + Δ + Δ + ∂ ∂ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

.    (74)

Условия на берегах (72) следующим образом выражаются через отклоне-
ние P  давления от гидростатического:

           
2

0,

0
y L

P Pf
y t x

=

⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

.                 (75)
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Таким образом, нужно найти решение уравнения (71) при граничных 
условиях (73)–(75). Будем искать решение задачи (71), (73)–(76) в виде пло-
ской волны, распространяющейся вдоль оси x:

( )( , , , ) e ( , )i k x tP x y z t p y z−ω= .

Тогда для ( , )p y z  получаем следующее уравнение:

            
2 2

2 2 2 2
2 2( ) 0p pf k p

z y
⎛ ⎞∂ ∂

ω − + ω − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (76)

и граничные условия:

 

22 2
2 2 2 2

2 2

0

0
z

p
zg B k Q k M p

y y
=

∂
∂

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪+ − + − − ω − ω⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
= ;      (77)

        
0

z H

p
z

=−

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

;      (78)

            0,

0
y L

p k f p
y

=

⎛ ⎞∂
ω + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

.     (79)

Для простоты рассмотрим случай волн Кельвина в полуплоскости 
0 y≤ < ∞, когда ширина канала L → ∞. Разделяя переменные в уравнении 
(76) и учитывая условие на дне (78), получим:

      ( , ) e ch[ ( )]yp y z a H z−μ= λ + ,     (80)

где consta =  – амплитуда волны Кельвина, постоянные 0μ >  и λ  связаны 
соотношением:

     2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0f kω − λ + ω μ − = .     (81)

Из условия на берегу (79) при 0y =  и соотношения (81) находим:

    /f kμ = ω; kλ = .      (82)
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Условие (77) дает дисперсионное уравнение для волн Кельвина в полупло-
скости при учете ледяного покрова:

       2ω = g ( , ) th( )K k k k Hω ,     (83)

где

     
g

22 2 2 2
4 2 2

2 2( , )K
f fk g B k Q k M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω − ω −
ω = + − − ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   (84)

Заметим, что из (80) и (82) следует равенство нулю нормальной к берегу 
скорости ( , , , )v x y z t  всюду в рассматриваемой области. Этот результат совпа-
дает с аналогичным выводом для классических волн Кельвина.

Можно показать, что в приближении гидростатики, когда уравнение для 
вертикальной скорости (15) заменяется на 0wP z g∂ ∂ + ρ = , дисперсионное 
уравнение (83) для волн Кельвина превращается в тождество. Но поскольку в 
приближении гидростатики составляющие скорости u и v  не зависят от глу-
бины, то после интегрирования уравнения неразрывности (16) по глубине 
от H−  до 0 и учете условий на дне (78) и на нижней поверхности льда (77), 
можно получить следующее уравнение для прогиба η:

  
2 2

2 2
2 2 0f H g B Q M

t t
⎛ ⎞∂ η ∂

+ η − + Δ + Δ + Δη =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
.    (85)

Это уравнение шестого порядка по пространственным переменным, тогда 
как в полной постановке, т.е. без использования приближения гидростатики, 
задача сводится к решению уравнения (71), имеющего лишь второй порядок 
по пространственным переменным. Условие равенства нулю нормальной со-
ставляющей скорости на берегу в приближении гидростатики запишется так:

         

2 2
2

2
0

0
y

f g B Q M
y t x t

=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + Δ + Δ + η =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (86)

Поэтому для решения уравнения (85) кроме граничного условия (86) не-
обходимы дополнительные условия. Однако при отказе от использования 
приближения гидростатики, как показано в данном разделе, никаких допол-
нительных условий не требуется.
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Таким образом, приближение гидростатики искусственно завышает поря-
док уравнений для задач, в которых учитывается влияние ледяного покрова. 
Это утверждение справедливо и для теории капиллярных волн, в которой 

0B M= =  и 0Q ≠ . Исключениями являются классический для океанологии 
случай открытой воды ( 0B M Q= = = ) и случай моря, покрытого битым 
льдом ( 0, 0B Q M= = ≠ ), когда порядки уравнений по пространственным 
переменным как в приближении гидростатики, так и в полной задаче, совпа-
дают и равны двум.

Выводы

1. Ледяной покров существенно влияет на характеристики волн в области 
коротких волн (десятки и первые сотни метров), для длинных же волн (тыся-
ча и более метров) его роль незначительна.

2. Колебания ледяной поверхности с частотой близкой, но меньшей часто-
ты Брента-Вяйсяля могут иметь амплитуду, достаточную для регистрации 
внутренних волн. Это означает, что использование приближения «твердой 
крышки» для вертикальной скорости в задачах со льдом может приводить к 
неверным выводам.

3. В ледовых условиях амплитуда отличных от нулевой моды краевых волн 
на берегу превышает амплитуду аналогичных волн в безледный период, при-
чем максимум амплитуды может достигаться на некотором удалении от бе-
рега.

4. Приближение гидростатики искусственно завышает порядок уравне-
ний по пространственным переменным в задачах, в которых учитывается 
влияние ледяного покрова и вращения Земли.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 
№№ 07-05-92211, 08-05-00124, 09-05-00599, 10-08-01010 и NWO-RFBR 
(047.017.2006.003).
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WAVES IN AN OCEAN UNDER THE ICE COVER: FOUNDATIONS 
OF THEORY AND MODEL PROBLEMS

S.V. Muzylev

We provide some grounding in linearized theory of waves in the ocean under 
an ice cover. Th e ice is considered as thin elastic plate of uniform thickness, with 
constant values of Young’s modulus, Poisson’s ratio, density, and compressive 
stress. Th e boundary conditions are such that the normal velocity at the 
bottom is zero, and at the undersurface of the ice the linearized kinematic and 
dynamic boundary conditions are satisfi ed. We present and analyze explicit 
solutions for the fl exural-gravity, internal, edge fl exural-gravity and Kelvin 
waves and the dispersion equations. All problems are examined in the context 
of a unifi ed theory and without the hydrostatic assumption.
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