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Рассмотрен алгоритм построения двумерных рядов Фурье в сферической 
системе координат по полному набору ортогональных ультрасфериче-
ских многочленов, частными случаями которых являются многочлены 
Лежандра, многочлены Чебышева первого и второго рода. Предложен-
ные ряды равномерно сходятся во всех точках сферы, включая полюса. 
В отличие от традиционных спектральных разложений на сфере, они со-
держат в явном виде дополнительные слагаемые, которые характеризуют 
нечетную составляющую искомой аналитической функции относитель-
но полюсов. Показано, что в малой окрестности полюсов («полярных 
шапках») разложение упрощается за счет близости к нулю слагаемых 
ряда Фурье, ответственных за аппроксимацию нечетных относительно 
полюсов составляющих функций. 

В обширном научном наследии профессора П.С. Линейкина несомненно 
центральное место занимают работы по теории морских течений. Он явля-
ется автором теории главного океанического термоклина. Им были полу-
чены основополагающие результаты, позволившие рассчитать толщину и 
особенности вертикальной структуры бароклинного слоя океана, оценить 
вклад различных физических механизмов в формирование, поддержание и 
эволюцию этого слоя, сделать вывод о компенсационной природе западных 
пограничных течений, открыть механизм нелокальной реакции стратифици-
рованного океана на сезонные колебания потоков тепла и импульса на его 
свободной поверхности. Итоги его многолетнего плодотворного труда под-
ведены в монографии (Линейкин, Мадерич, 1982).

Следует отметить, что важную роль в теории главного термоклина играет 
совместный эффект сферичности и вращения Земли. Этот эффект, с одной 
стороны, создает дивергенцию крупномасштабных течений, которая необ-
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ходима для поддержания главного термоклина, и, с другой, при наличии вы-
нуждающей силы в виде сезонного воздействия атмосферы порождает класс 
дивергентных планетарных волн в стратифицированном океане, формирую-
щих его долгопериодную изменчивость (Линейкин, Мадерич, 1982). Плане-
тарные волны указанного типа недостаточно хорошо изучены до настоящего 
времени, несмотря на значительную роль, которую они, вероятно, могут ока-
зывать на короткопериодные колебания климата.

Для того чтобы избежать математических трудностей, профессор 
П.С. Линейкин учитывал эффекты сферичности Земли в приближении 
бета-плоскости, на которой параметр Кориолиса считается постоянным. 
В сферической системе координат из-за пересечения меридианов в полюсах 
появляются особые точки, в которых векторные функции и нечетные произ-
водные скалярных функций терпят разрыв. Их существование не позволя-
ет построить равномерно сходящиеся ряды на всей сфере, включая полюса. 
В связи с этим возникает проблема при интерполировании, дифференциро-
вании и интегрировании функций, заданных на сфере, и проблема нелиней-
ной вычислительной неустойчивости при решении прикладных задач по на-
чальным данным.

В работах (Фролов, Цветков, 2004; Фролов, Цветков, 2006) приведен спо-
соб построения интерполяционных двойных рядов Фурье по ультрасфери-
ческим многочленам, которые могут быть применены для решения задач в 
сферической геометрии.

Пусть задана полная система ортогональных многочленов Якоби 
{ }( , ) ( )nP xα β  степени n:

              ( ), ( , )( ) ..., = 0, 1,2,...n
n nP x x nα β α β= μ + ,        (1)

ортогональных на отрезке ]1,1[−  с весовой функцией ( ) (1 ) (1 )h x x xα β= − +  та-
кой, что 

1

1
( ) 0h x dx

−
>∫ . Интегрируемость ( )h x  на отрезке ]1,1[−  обеспечивает-

ся условиями 1α > − , 1β > − .
При α = β многочлены Якоби называются ультрасферическими многочле-

нами. Простейшими ультрасферическими многочленами являются многоч-
лены Лежандра

          
( )0,00;  ( ) ( )n nP x P xα = β = ≡ ,       (2)

многочлены Чебышева 1 рода

    

1 1 1 1, ,
2 2 2 2

0
1 1 3 (2 1);  ( ) ( ),  ( ) 1
2 2 4 2n n

nP x T x P x
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

α = β = − = =
⋅ ⋅⋅⋅

,     (3)
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многочлены Чебышева 2 рода

   

1 1 1 1, ,
2 2 2 2

0
1 1 3 (2 1);  ( ) 2 ( ),  ( ) 0
2 2 4 (2 2)n n

nP x U x P x
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

α = β = = =
⋅ ⋅⋅⋅ +

.     (4)

Рассмотрим этот алгоритм более подробно. Известно (Сеге, 1962), что 
все ультрасферические многочлены в сферической системе координат пред-
ставляются через комбинации многочленов Чебышева первого рода.

Введем новую переменную cosx = θ: [ 1,1],x ∈ −  [0, ]θ∈ π . Заменой 
cosx = θ весовая функция для всех α становится тригонометрическим 

многочленом. При этом ультрасферический многочлен ( , ) (cos )nP α α θ  ста-
новится четной функцией по θ и может быть представлен в виде конеч-
ного косинус-многочлена (ряда по многочленам Чебышева 1 рода) на от-
резке [0, ]π . Следовательно, если непрерывная функция ( )f x  задана ана-
литически на отрезке [ 1,1]x ∈ −  и ее модуль непрерывности удовлетворяет 
необходимым условиям сходимости, то ее разложение по ультрасфери-
ческим многочленам есть четная функция по переменной θ на отрезке 
[0, 2 ]π  (рис. 1). 

0 01 π-1

Рис. 1. Изменение области определения ультрасферических многочле-
нов при замене переменной cosx = θ.

Причем, поскольку на отрезке ]1,1[−  ряд по многочленам Чебышева 
1 рода сходится во всех точках, включая концы, то этими же свойствами бу-
дет обладать ряд по тригонометрическим многочленам. Его можно записать 
в виде

( ),

0
(cos ) (cos ),  [0, ],n n

n
f a P

∞
α α

=

θ = θ θ∈ π∑

 
         ( )1 ,2 2

0

(sin ) (cos ) (cos ) .n na f P d
π

α+ α α= θ θ θ θ∫                           (5)
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Однако на отрезке [0, ]π  заведомо могут существовать также нечетные 2π-
периодические функции, например функция sin θ. Возникает вопрос, как их 
разложить в ряд Фурье на этом отрезке. Конечно, формально любая функция 

( )g θ , интегрируемая в пределах от 0 до π, может быть представлена на этом 
отрезке посредством ряда (5) без какого бы то ни было заранее вводимого 
предположения о ее четности, нечетности, периодичности и вообще опреде-
ленности где-нибудь вне этого интервала. Но в этом случае не будет даже 
гарантии сходимости разложения типа (5), поскольку свойства ряда Фурье 
будут полностью зависеть от вида функции ( )g θ . В этом состоит проблема 
разложения на отрезке [0, ]π  произвольных аналитических функций по уль-
трасферическим многочленам.

Новый подход к решению этой проблемы изложен в работах (Фролов, 
Цветков, 2004, 2006, 2009). С учетом замены переменной cosx = θ многочле-
ны Чебышева 2 рода можно записать в виде:

sin[( 1) ](cos ) ,  0,1, 2,...,
sinn
nU n+ θ

θ = =
θ

 
       (cos ) sin .h θ = θ         (6)

Отметим тот факт, что нечетная функция sin( 1)n + θ преобразуется в чет-
ную функцию (cos )nU θ  делением на sin θ.

Рассмотрим вспомогательную функцию ( ) sin (cos )F fθ = θ⋅ θ . Функция 
( )F θ  удовлетворяет необходимым условиям непрерывности, поэтому, учи-

тывая нечетность этой функции, имеем сходящееся разложение 

1
( ) sin (cos ) sin ,n

n
F f b n

∞

=

θ = θ⋅ θ = θ∑

0

2 sin (cos ) sin ,  1, 2,...nb f n d n
π

= θ⋅ θ ⋅ θ ⋅ θ =
π ∫

Далее находим

             1

sin(cos )
sinn

n

nf b
∞

=

θ
θ =

θ∑ .        (7)

Условия сходимости рядов Фурье по многочленам Чебышева 2 рода во 
внутренних точках сегмента ортогональности аналогичны условиям сходи-
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мости для тригонометрических рядов Фурье. Сходимость в концевых точках 
имеет место при дополнительных ограничениях на разлагаемую функцию 
(Фролов, Цветков, 2004, 2006, 2009). 

Рассмотрим теперь произвольную, аналитически заданную функцию ( )g θ  
на интервале [ ]0,π . Представим ее в виде суммы двух функций 

             ( ) ( ) ( ),g g g+ −θ = θ + θ         (8)

где ( ) ( )( )
2

g gg + θ + θ
θ =  – четная функция; ( ) ( )( )

2
g gg − θ − θ

θ =  – нечетная 

функция на интервале [ ]0,2 .π  Четную функцию ( )g + θ  можно разложить по 
ультрасферическим многочленам

( ),

0
( ) (cos ),n n

n
g a P

∞
α α+

=

θ = θ∑

                       

( )1 ,2 2

0

(sin ) ( ) (cos ) .n na g P d
π

α+ α α+= θ θ θ θ∫
       

(9)

Рассмотрим нечетную функцию ( )g − θ . Эта функция является линейной 
комбинацией sin( ),   1, 2,...j jθ = . Введем в рассмотрение вспомогательную 
четную функцию 

        ( )( )
sin
gG

−
+ θ

θ =
θ

.       (10)

Функция ( )G+ θ , таким образом, является линейной комбинацией мно-

гочленов Чебышева 2 рода sin( ) ,   1, 2,...
sin

j jθ
=

θ
. Она удовлетворяет необхо-

димым условиям непрерывности, и, следовательно, имеет место сходящееся 
разложение:

( ),

0
( ) (cos )  ,n n

n
G b P

∞
α α+

=

θ = θ∑
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          (11)( )1 ,2 2

0

(sin ) ( ) (cos ) .n nb G P d
π

α+ α α+= θ θ θ θ∫

В итоге, с учетом (9)–(11) получаем сходящееся разложение по ультрасфе-
рическим многочленам функции ( )g θ :

   ( ) ( ), ,

0
( ) ( (cos ) sin (cos ))n n n n

n
g a P b P

∞
α α α α

=

θ = θ + θ⋅ θ∑ .    (12)

Отметим тот факт, что при нахождении коэффициентов разложения чет-
ных ( )g + θ  и нечетных ( )g − θ  составляющих функции ( )g θ  могут использо-
ваться различные типы ультрасферических многочленов. Например, многоч-
лены Чебышева 1 рода для ( )g + θ  и Чебышева 2 рода для ( )g − θ . В этом случае 
получаем стандартное разложение функции ( )g θ  по тригонометрическим 
функциям:

     
0 1

( ) cos sinn n
n n

g a n b n
∞ ∞

= =

θ = θ + θ∑ ∑ .     (13)

На практике приходится иметь дело с таблично заданными функциями. 
В работах (Фролов, Цветков, 2004, 2006) предложен алгоритм построения 
интерполяционных рядов Фурье типа (13) для таблично заданных функций, 
удовлетворяющих условиям непрерывности на сфере. В работе (Фролов, 
Цветков, 2004) доказана теорема о том, что непрерывную, 2π-периодическую 
функцию *( )f x , заданную в точках 

1 2 1 10 ... 2 , 2 , 2 , ( 1,..., )n n N N k kx x x x x N n x x k n+ − +< < < < < < π = + = π =

можно равномерно и сколь угодно точно приблизить при помощи тригоно-
метрического многочлена

( )*
1

1
( ) ( cos( 1) sin )

n

n k k
k

f x F x a k x b kx−
=

≅ = − +∑ ,

где

 ( )1 1
2 2

* *
, 1

1 ,
1

( ) ( )
2

n
i N i

k i k
i

f x f xa A − − − +
−

=

+
= ∑ ,
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 ( )1 1
2 2

* *
, 1

,
1

( ) ( )
2sin( )

n
i N i

k i k
i i

f x f xb A
x

− +

=

−
= ∑ ,

 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

,
, , , ,

, ,
1

( )
( ),  0,.., 1,  1,..,

( ) ( )

N
j

i k j i j
j j k k

A C P i N k N
x x

α β
α β α β α β α β

α β
=

ω ξ
= ξ = − =

′ξ − ω
∑ ,

( )( )
( ) ( )k

k k

xx
x x x

ω
ω =

′− ω
, ( ), ( 1,..., )j j Nα βξ =  – действительные корни ортогональ-

ного многочлена ( ), ( )NP xα β .
Следовательно, равномерное приближение функций тригонометрически-

ми многочленами на отрезке [0,2π] существует для произвольных сеток, что 
позволяет построить двойные сходящиеся ряды Фурье на сфере. 

При решении уравнений гидротермодинамики, записанных в сфериче-
ских координатах на сфере, традиционно в качестве базиса используются 
сферические гармоники, являющиеся собственными функциями сфериче-
ского оператора Лапласа. Как показано в работе (Сеге, 1962), сферические 
функции однозначно выражаются через многочлены Чебышева 1 рода, и не 
представляет труда построить ряды типа (13) и по присоединенным мно-
гочленам Лежандра.

В качестве примера проведен численный эксперимент по разложению 
в двойной ряд Фурье орографии земной поверхности (высоты поверх-
ности Земли над уровнем моря). Максимальная абсолютная ошибка при 
восстановлении орографии по двойному ряду Фурье не превышала 10–8 
метров.
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USE OF FOURIER SERIES IN THE SPHERICAL 
GEOMETRY PROBLEMS 

A.V. Frolov, V.I. Tsvetkov

We consider an algorithm for construction of two-dimensional Fourier series 
in spherical coordinates using a complete set of orthogonal ultraspherical 
polynomials, whose special cases are the Legendre and Chebyshev polynomials 
of the fi rst and second kinds. Th e series obtained with the new algorithm 
uniformly converge in all points of the sphere, including the poles. In contrast 
to traditional spectral expansions on a sphere, the series explicitly include some 
additional terms, characterizing an odd (with respect to poles) component 
of the desired analytical function. It is shown that in a small vicinity of the 
poles (in ‘polar caps’) the expansion becomes simpler because the Fourier 
terms, responsible for the approximation of the odd (with respect to poles) 
components of the functions, tend to zero in this region.
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