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Изложены результаты анализа динамики всплывающей напорной струи, 
создаваемой единичным источником относительно легкой жидкости, рас-
положенным под поверхностью вертикально стратифицированного водо-
ема. Для проведения анализа используется система балансовых уравнений 
Фокса (Журбас, 1977), являющаяся модификацией известной системы ба-
лансовых уравнений для всплывающей струи в однородном по плотности 
слое воды при отсутствии внешнего течения. Постоянство угла подъема 
струи, известное по результатам экспериментов, подтверждается анали-
тически. Таким образом, линейная зависимость расхода струи и ее харак-
терного диаметра от расстояния от источника вдоль ее оси получена без 
использования предположения о малости параметра плавучести струи. 
Приводятся некоторые эмпирические выводы и соотношения.

Предложенная Фоксом (Журбас, 1977; Озмидов, 1986) формулировка за-
дачи о динамике легкой вынужденной струи в стратифицированном водо-
еме является модификацией ее классической постановки для однородной 
жидкости при отсутствии внешнего течения. Решению классической задачи 
посвящено много научных публикаций с изложением результатов теорети-
ческих и экспериментальных исследований. Большую роль в развитии этих 
исследований и в процессе решения задачи сыграла гипотеза Прандтля о ли-
нейной зависимости ширины струи от расстояния от источника вдоль ее оси 
(Вульфсон, 2000). Анализ решения задачи в такой постановке можно найти 
в классических монографиях (Бэтчелор, 1973; Ландау, Лившиц, 1988; Лой-
цянский, 1978). Весьма подробный анализ некоторых вариантов постанов-
ки и решения задачи приведен в известной монографии (Лойцянский, 1978). 
В одной из публикаций Фокса (Fox, 1970) дано решение задачи в классиче-
ской постановке (в частных производных) о вынужденной струе в устойчи-
во стратифицированной жидкости, но без внешнего течения. Формулировка 
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задачи в полных производных, предложенной Фоксом, отличается тем, что 
в ней допускается стратификация плотности окружающего струю объема 
воды и не отрицается наличие внешнего течения постоянной скорости. По-
лученные им уравнения в полных производных описывают баланс расхода, 
горизонтальной и вертикальной компонент импульса и потока плавучести 
струи. Анализ этой системы уравнений приведен в статье (Журбас, 1977) и 
в известной книге (Озмидов, 1986). Там же обсуждаются варианты решения 
задачи при некоторых ограничивающих условиях и результаты эксперимен-
тов, проведенных на озере Байкал и на Балтийском море, подтверждающие 
основные выводы авторов. В работе (Журбас, 1977) обсуждаются результа-
ты численного решения задачи и его практических приложений на приме-
ре оценки концентрации загрязняющих веществ, поступающих в озеро со 
стоками Байкальского ЦБК. Позднее (в докладе на семинаре) сообщалось об 
успешной реализации численного решения на Тихом океане в районе Гавай-
ских островов. В данной работе содержится изложение той части анализа по-
становки и решения задачи без ограничивающих условий, которая не нашла 
отражения в упомянутых публикациях. Кроме того, возникают некоторые 
вопросы, которые связаны с интерпретацией решения этой задачи. Для отве-
та на них и для сравнительного анализа решений мы используем в том числе 
и методические документы, опубликованные за рубежом и рекомендованные 
для практического использования (Muellenhoff  et al., 1985). 

Известно, что всплывающая вынужденная струя в присутствии верти-
кального градиента плотности в окружающей ее воде имеет эллипсовид-
ное поперечное сечение и подвержена влиянию центростремительной силы 
вследствие его кривизны. Подобным эффектом, как и влиянием диссипации 
энергии в струе и отличием давления от гидростатического, обычно пре-
небрегают. В каждом поперечном сечении струя считается круглой. Вывод 
уравнений Фокса выполнен при дополнительном допущении о том, что рас-
пределение скорости и плотности жидкости в струе является симметричным 
и описывается соотношениями (Журбас, 1977; Озмидов, 1986):

2 2( , , ) ( ) exp( / )v S r V S r Bϕ = − ,

2 2 2
0 0( )( , , ) / [( ( ) ( )) / ]exp( / )a aS r S S r Bρ − ρ ϕ ρ = ρ − ρ ρ − λ ,

где S  – криволинейная координата вдоль оси струи, r– радиальная (в попе-
речном сечении) координата, ϕ – угол между вертикальной плоскостью ( , )x z  
c началом координат в точке выпуска струи и данным направлением, ( )V S  – 
скорость течения жидкости, ( )Sρ  – плотность жидкости на оси струи, 0ρ  – 
начальная плотность жидкости в струе, aρ – плотность воды в окружающей 
струю области, ( )B S – средний диаметр поперечного сечения струи, 1.16λ =  – 
эмпирическая константа, учитывающая «размытость» поперечного распре-
деления плотности в сравнении с распределением скорости. 
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371К теории вынужденной всплывающей струи

Далее считается, что основным механизмом, формирующим внутрен-
нюю структуру струи, является вовлечение. Коэффициент вовлечения 

0.057α =  полагается постоянным. Тогда для описания струи в вертикаль-
ном разрезе вдоль ее оси можно получить следующую систему уравнений 
(Журбас, 1977):

/ 2dQ dS VB= α ,

( cos ) / 0d QV dSθ = ,

2 2
0( sin ) / 2 ( ) /ad QV dS g Bθ = λ ρ − ρ ρ ,

2 2[ ( )] / [(1 ) / ] /a ad Q dS Q d dSρ − ρ = + λ λ ρ ,

где 2Q VB=  – расход струи, θ – угол наклона оси струи относительно гори-
зонтали, так что / cosdS dx = θ, / sindS dz = θ.

Будем считать, что выпуск струи производится горизонтально. Так как мы 
имеем систему уравнений первого порядка, то граничные условия достаточ-
но задать в точке выпуска при 0S = : 0 0SV V= = , 0 0SB B= =  (ширина отверстия 
выпускной трубы), 0 0 0S =θ = θ = , 0 0S =ρ = ρ . Кроме того, считаем, что средний 
вертикальный градиент плотности воды в окружающей струю области оста-
ется постоянным: 0/ (1/ )[ ] /a a z a z H ad dz H H const= =ρ = ρ − ρ = Δρ = γ = . Здесь 
H  – глубина расположения выпускного отверстия относительно поверхнос-
ти водоема. Поскольку считается, что область вертикального смещения струи 
ограничена глубиной, на которой 0Δρ = , то для θ на этой глубине придется 
принять условие, аналогичное условию отражения для луча на зеркальной 
поверхности: ( ) ( ) / 2θ +ε = θ −ε ± π , где ε – малое смещение вдоль оси струи от-
носительно точки ее отражения. В ходе анализа уравнений мы убедимся в 
том, что такое условие имеет реальное основание.

Обратим внимание на то, что в данной системе уравнений вообще отсут-
ствует скорость внешнего течения. Поскольку проверка полученного чис-
ленного решения задачи проводилась в реальных условиях, при наличии 
внешнего течения и даже с учетом его спектра (Журбас, 1977), то возника-
ет предположение о том, что представленная система уравнений не требует 
трансформации для учета постоянной скорости внешнего течения. В этом мы 
тоже убедимся в процессе решения. Кроме того, все уравнения системы ста-
ционарны, следовательно речь идет об установившейся струе (в спектраль-
ном варианте время установления струи должно быть значительно меньше 
периодов, охватываемых спектром).

Перейдем к безразмерным переменным. Примем величину 0B  в качестве 
масштаба ширины струи, 0 / 2B α – в качестве масштаба длины, 0V  – масштаба 
скорости, 0ρ  – масштаба плотности. Тогда для масштаба величины стока Q 
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можно принять 2
0 0 0Q V B= . Соответствующие безразмерные переменные обо-

значим через qvbs ,,, , а для разности плотностей 0( ) /aρ − ρ ρ  примем обозна-
чение Δρ.

Тогда 

0 0 1s sv b= == = ,  0 1sq = = ,  0 0s=Δρ = Δρ , 

/ ( / ) ( / ) ( / ) sina a ad ds d dz dz ds d dzρ = ρ = ρ θ,

и исходная система уравнений запишется в следующем виде:

     / /dq ds vb q b= = ,        (1)

         ( cos ) / 0d qv dsθ =  или / cosqv const= θ,       (2)

        
2 2 2

0 0 0 0( sin ) / [ /( )]d qv ds g B V bθ = λ Δρ αρ Δρ,      (3)

  
2 2 2 2

0 0 0( ) / [ (1 ) / 2 ] / [(1 ) / 2 ] sinad q ds B q d ds B qΔρ = + λ αλ ρ = + λ γ αΔρ λ θ.  (4)

Обозначим sinv wθ = , cosv uθ = . Тогда из уравнений (1) и (2) с учетом 
граничных условий для безразмерных переменных следует:

              
exp( / ) 1/q ds b u= =∫ ,        (5)

    sin tgq qwν θ = = θ .        (6)

Далее обозначим постоянные сомножители в правых частях уравнений 
(3) и (4) в квадратных скобках символами A и K  соответственно. Тогда из 
уравнений (3), (4) и (6) имеем:

             
2 2( ) ( )K qw A q C= Δρ + .        (7)

Из граничных условий следует, что 0tg 0,s=θ =  а 0 0sq =Δρ = Δρ , следова-
тельно 1/ 2C K= − , и с учетом (2) и того, что 2 2 2tg 1/ cos 1 ( ) 1qvθ = θ − = − , по-
лучим

       
1/ 2( / )K A vΔρ = .         (8)

Применение граничных условий в данном случае оказывается затруд-
нительным, поскольку tg 0θ ≠  при 0Δρ = , но в точке 0s =  имеем tg 0θ = , 
а 0 maxΔρ = Δρ = . Может быть, более оправданным было бы условие ра-

Gidromet_Book.indb   372Gidromet_Book.indb   372 19.03.2010   15:33:2219.03.2010   15:33:22



373К теории вынужденной всплывающей струи

венства нулю постоянного слагаемого C в правой части (7). В этом случае 
1/ 2( / )K A wΔρ = . С одной стороны, вектор скорости течения v есть сумма 

двух составляющих: горизонтальной, связанной с действием источника, и 
вертикальной, формируемой только под действием силы плавучести, что 
и соответствует приведенному соотношению, связывающему аномалию 
плотности с вертикальной составляющей скорости. Тогда (7) обращается в 
тождество. Но с другой стороны, при 0s =  имеют место равенства tg 0θ =  
и 0 maxΔρ = Δρ = , и граничное условие не выполняется. Зато в точке 0s =  
выполняется физическое условие обращения в ноль Δρ и tg θ . При выборе 
выражения (8) имеем обратную картину: выполняется граничное условие, но 
не выполняется физическое. Решение этой проблемы пока отложим, имея в 
виду, что любые его варианты должны исключать появление постоянной со-
ставляющей Δρ.

Уравнение (1) явно выражает тот факт, что изменение расхода вдоль струи 
происходит со скоростью, пропорциональной его изменению в поперечном 
сечении, что является следствием постоянства коэффициента вовлечения. 
Такое упрощенное описание внутренней структуры струи допустимо лишь 
на первом этапе ее формирования, когда ее расширение происходит под дей-
ствием мелкомасштабной турбулентности. Ближе к ее дальнему краю про-
цессы продольного разбавления становятся в несколько раз интенсивнее по-
перечных, а у края носят стохастический характер (Зац, 1975), так что система 
(1)–(4) уже не будет описывать реальную картину. Уравнение (1) показывает, 
что / 1/d ds b= , а это прямо свидетельствует о линейном характере зависимо-
сти ( )b s . В безразмерном виде, с учетом граничного условия 0 1sb = = , эта за-
висимость имеет вид 1b s= +  и соответствует гипотезе Прандтля (Вульфсон, 
Бородин, 2000). Вообще, большинство экспериментаторов подтверждают ли-
нейную зависимость ( )b s  в однородном и однородно стратифицированном 
слое (Озмидов, 1986). Ее можно получить и теоретическим путем, предпо-
ложив, что слагаемые 2 'b vb и 2'v b  левой части уравнения (1) порознь про-
порциональны его правой части с постоянными коэффициентами, первый 
из которых равен 2, а второй –1. Если это предположение справедливо, то 
vb const= , правая часть (1) и обе части (2) становятся постоянными, и левая 
часть (4) при 1/ 2( / )K A vΔρ =  обращается в 0. Последнее равнозначно утверж-
дению sin 0θ = , что реально только при 0Δρ = . Значит в (7) 0C =  и

      
1/ 2( / )K A wΔρ = .     (8.1)

Здесь следует сделать замечание, касающееся режима формирования струи 
и выбора варианта аппроксимации Δρ. Дело в том, что непосредственно у вы-
пускного отверстия источника происходит трансформация струи, связанная с ее 
выходом из трубы в свободное пространство. В начале этой зоны в механизме 
динамической трансформации струи превалируют силы инерции, а дальше уста-
навливается баланс между силами инерции и плавучести. Поэтому можно пред-
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положить, что первое выражение для аппроксимации Δρ соответствует гранич-
ному условию и относится к ранней стадии формирования струи, а выражение 
(8.1) скорее относится к зоне сформировавшегося баланса между действующими 
силами. Однако интересно то, что вид решения задачи не зависит от выбора вы-
ражения для Δρ из двух возможных. И как мы убедимся ниже, w с удалением от 
источника меняет знак. Значит, и Δρ меняет знак? Вообще плавучесть струи опре-
деляется средней величиной Δρ в ее поперечном сечении, а на оси струи Δρ имеет 
наибольшие значения и, по всей видимости, может сохранять свой знак в течение 
всего процесса разбавления струи. Следует учитывать, что на оси струи течение 
быстрее, чем на периферии, и поэтому вода там «моложе» и, таким образом, несет 
больше информации о начальных условиях. Вообще эффекты такого рода в рам-
ках данной постановки задачи описывать сложно, но результаты экспериментов, 
представленные в некоторых публикациях (Muellenhoff  et al., 1985), указывают на 
то, что при попадании окружающей воды в область оси струи последняя теряет 
свою компактность и распадается на фрагменты. Причем утверждается, что это 
происходит закономерно в первой же точке равновесия. Но окружающая вода в 
любом случае попадает в струю, в том числе в область ее оси, путем вовлечения. 
Значит, речь идет о попадании окружающей воды в струю как-то иначе. В других 
публикациях (Журбас, 1977; Озмидов, 1986) описывается колебательный режим 
струи. Следовательно, такой «прорыв» окружающей воды вовнутрь струи про-
исходит не всегда. Однако средняя величина Δρ в поперечном сечении струи в 
этой точке обращается в ноль только при условии отрицательных ее значений на 
периферии струи (действительно, средняя в поперечном сечении величина Δρ 
равна половине ее величины на оси струи). Ниже нам придется остановиться на 
этом вопросе более подробно, т.к. в цитируемых источниках он не обсуждается. 
А пока проведем анализ при двух вариантах аппроксимации Δρ.

Подставив в уравнение (4) выражение (8.1) для Δρ, будем иметь

              
1/ 2( ) ( ) sinqw AK q′ = θ,          (9)

а для qν , подставляя в (9) sinw v= θ ,

              
1/ 2 2( ) ( ) sinqv AK q′ = θ,     (9.1)

где 1/ 2 2 2 2 2 1/ 2
0 0 0( ) {[ (1 ) ] /(2 )}AK gB V= + λ γ α ρ . Штрих вверху справа в уравнени-

ях (9), (9.1) и далее означает полную производную по s. Заметим, что с учетом 
(6) и (8.1) уравнения (3) и (4) совпадают и имеют вид (9). Если использовать 
для Δρ выражение (8), то вместо (3) и (4) получим:

      
1/ 2( ) ( )qw AK q′ = ,     (9.2)

              
1/ 2( ) ( ) sinqv AK q′ = θ.     (9.3)
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Дифференцируя левую часть уравнения (9) с учетом (2) и (6), получим со-
отношение

       
1/ 2 1/ 2 2( ) cos sin / ( ) sin /AK v AK qv′θ = θ θ = θ .    (10)

Аналогично из (9.2) следует:

               
1/ 2( ) cos /AK v′θ = θ .               (10.1)

Из (9) и (9.1) следует:

  ( ) sin ( sin ) sin ( )qw qv qv′ ′ ′θ = θ θ =  или ( ) / ( ) /d qw ds d qv dz= .   (11)

Совершенно аналогичные выражения можно получить, используя (9.2) и 
(9.3).

Если (11) умножить на qv, то получим выражение 2 2( ) ( ) 1qw qv= − , кото-
рое можно также получить из элементарных геометрических соображений.

Используя (8.1), систему уравнений (1)–(4) можно преобразовать к виду:

        

1/ 2

1/ 2 2

/ 0,
/ ( ) sin ,

/ ( ) sin .

u u b
w w b AK
v v b AK

′ + = ⎫
⎪′ + = θ ⎬
⎪′ + = θ ⎭

     (12)

Используя (8), получим аналогичную систему уравнений, при этом ее пер-
вое уравнение не изменится, а в правых частях второго и третьего показатель 
степени sin θ уменьшится на единицу. Пока b и sin θ нам не известны, поэтому 
получить решение в явном виде не удастся. Но возможность для продолже-
ния анализа имеется. Поскольку cosu v= θ, то из первого уравнения системы 
(12) можно получить соотношение

/ (cos )v v b v′ ′+ = − θ .

Сравнивая левые части полученного соотношения и третьего уравнения 
(12), получим:

2 1/ 2(cos ) '/(1 cos ) ( ) /AK vθ − θ = .

Далее, в соответствии с (2), 1/ cosq v= θ, поэтому выражение (9) можно 
представить в виде: 

               
1/ 2(ln ) ( ) /qw AK v′ = .      (13)
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Поскольку правые части двух последних соотношений идентичны, получим:

      
1/ 2[(1 cos ) /(1 cos )] tgC− θ + θ = θ ,     (14)

где C const= . 
Отсюда следует, что cos constθ = . Тогда c учетом (2) qv const= , и задачу в 

данной постановке можно считать решенной, поскольку это и есть условие ли-
нейной зависимости q от b и обратной линейной зависимости u и v от s. Таким 
же путем, используя вариант системы (12) при 1/ 2( / )K A vΔρ = , получим:

            21/(1 sin ) (1 sin ) /(1 sin )C− θ = ± + θ − θ ,     (15)

откуда следует sin C constθ = ± = . Таким образом, при естественном условии 
отсутствия постоянной составляющей Δρ характер решения задачи не зави-
сит от выбора варианта ее аппроксимации. 

Уплотнение при смешении можно учесть с помощью приема, применяемо-
го в (Журбас, 1977) и состоящего в том, что распределение температуры и со-
лености вдоль оси струи рассчитывается раздельно c применением системы 
уравнений (1)–(4), а потом учитывается уплотнение по известной формуле. 
Недостатки этого метода известны, но более корректно учесть эффект уплот-
нения при смешении пока не удается.

Поскольку струя перемещается в пространстве, ограниченном по верти-
кали, возникает вопрос о том, как интерпретировать постоянство функций θ. 
Для ответа на этот вопрос перейдем к переменной /dt ds v= , как это и дела-
лось в (Озмидов, 1986). Умножив (11) на v, получим

  ( ) / ( ) / ( ) /w d qw d s v d qv d s d qv d t= = .

Из (9) следует

1/ 22 ( ) (ln tg ) / ,AK d dt= θ

откуда

              
1/ 2tg exp[2( ) ].AK tθ =       (16)

Так как величина AK  отрицательна (знак γ), из уравнения (16) непосред-
ственно вытекает, что режим формирования струи в принятой системе коор-
динат является колебательным. При этом cos θ остается постоянным, а sin θ 
периодически меняет знак. Это возможно только в том случае, когда угол на-
клона струи к горизонту, оставаясь постоянным по абсолютной величине, 
при отражении струи тоже меняет знак на противоположный в пределах пер-
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вой и четвертой четвертей. Иными словами, струя ведет себя как наклонный 
луч между двух зеркальных стенок, на поверхности каждой из которых про-
исходит скачок фазы на / 2±π , т.е. слой, в котором распространяется струя, 
играет роль своеобразного волновода. Так как скорость на оси струи при по-
стоянной частоте ее колебаний падает пропорционально s, то отражающие 
поверхности постепенно сближаются. Частота колебаний остается постоян-
ной и пропорциональной частоте Вяйсяля-Брента. Но Δρ пропорциональна 
скорости, которая при выходе струи на первый «уровень равновесия», как и 
модуль вертикальной компоненты скорости, не обращается в 0. Следователь-
но, отражение струи от него в общем случае происходит раньше, чем выпол-
няется условие 0Δρ = . Тогда возможны два сценария дальнейшего формиро-
вания струи: либо она на этом уровне будет двигаться горизонтально, пока 
Δρ не исчезнет под влиянием турбулентной диффузии, либо отражение от 
поверхности водоема или от уровня равновесия вертикальной составляющей 
силы инерции и плавучести все же произойдет, и струя будет двигаться по 
инерции, преодолевая силу Архимеда, до тех пор, пока эти силы не уравнове-
сятся вновь. Тогда произойдет очередное отражение струи. Далее отражения 
сверху и снизу повторяются на уровнях, где имеет место баланс действующих 
сил, что наглядно иллюстрируется результатом численного решения задачи 
(Журбас, 1977; Озмидов, 1986). Американские специалисты настаивают на 
первом сценарии, причем утверждают, что горизонтальное движение струи 
сопровождается ее диффузионным разрушением, поэтому они рекомендуют 
рассчитывать только положение первой «точки равновесия», независимо от 
того, находится ли она на поверхности водоема или ниже его, и величину 
разбавления в этой точке (Muellenhoff  et al., 1985). 

В отечественной литературе тоже можно встретить подобную точку зрения 
(Немировский, 1977). Считается, что в первой точке равновесия происходит 
проникновение внешней воды в область ее оси, в результате чего струя теря-
ет свою автономность. Но тогда струи с 0 0Δρ =  должны быстро распадаться 
на фрагменты и исчезать, что, в общем, иногда наблюдается. Очевидно, это 
происходит, когда начальная скорость струи достаточно мала и силы плаву-
чести доминируют над силами инерции, либо малы и те и другие. Результаты 
экспериментов со всплывающими струями, приведенные в (Озмидов, 1986), 
указывают на развитие процесса по второму сценарию. Компактные струи с 
разными величинами 0Δρ  удавалось наблюдать на расстояниях от источника 
вплоть до 6 км, в частности на Балтийском море. Значит, окружающая вода не 
попадала в избытке на ось струи в точках равновесия. Но сам механизм, при-
водящий к отражению струи от соответствующего уровня, не совсем поня-
тен, поскольку поверхность отражения (кроме поверхности водоема) не яв-
ляется для струи непроницаемой. Получается, что всплывающая струя либо 
проявляет свойство, аналогичное упругости, либо в точке равновесия воз-
никает некий вариант локальной неустойчивости, либо действует механизм 
подобный формирующему гравитационные волны. Если последнее предпо-
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ложение верно, то достаточно считать, что точка равновесия находится на 
поверхности водоема или на уровне 0Δρ =  и далее меняет знак подобно w. 
Тогда формируется стационарная волна (не стоячая, а именно стационар-
ная, поскольку стоячая волна связана с колебаниями изопотенциальной или 
уровенной поверхности). Вообще, этот вопрос в рамках данной стационар-
ной модели, по-видимому, не решается.

Но возникают и некоторые другие вопросы. Допустим, что источник 
струи направлен вертикально вверх и внешнего течения нет. Тогда величина 

2 2
0 0 01/ cosv b = θ , которая близка к интегралу от энергии потока по площади 

трубы в точке выпуска, в соответствии с уравнением (2) обращается в бес-
конечность, что вообще невозможно. Ясно, что при этом отражение струи 
от поверхности равновесия сил будет происходить тоже по вертикали к ис-
точнику, поскольку в этом случае горизонтальное смещение струи может 
происходить только под влиянием внешнего потока. Но в системе уравнений 
(1)–(4) внешний поток отсутствует вообще. Кроме того, в непосредственной 
близости от источника образуется переходная зона, учет которой отсутс-
твует в исходной системе уравнений. Однако в (Озмидов, 1986) на основе 
экспериментальных исследований показано, что в переходной зоне число 
Ричардсона не достигает критических значений, поэтому учет турбулентно-
го сопротивления здесь не принципиален. Для подтверждения этого факта 
сошлемся на соответствующий раздел монографии (Лойцянский, 1978), в ко-
тором подробно исследуется и подчеркивается аналогия режимов формиро-
вания всплывающих в однородной жидкости турбулентной и ламинарной 
струй. 

В документе, рекомендованном для практического использования в США 
(Muellenhoff  et al., 1985), рассматриваются только струи, истекающие верти-
кально вверх. Приведенные в нем формулы для расчета разбавления и по-
ложения первой «точки равновесия», в которой струя прекращает подъем, 
вообще не содержат собственной продольной скорости в струе, за исклю-
чением скорости ее истечения, но содержат скорость внешнего потока. Они 
рекомендованы именно для океанских условий, но не содержат явно выра-
женного учета уплотнения при смешении, что в океанских условиях, как 
показано в (Журбас, 1977; Озмидов, 1986), весьма важно. Однако в этом доку-
менте излагается методика, позволяющая оценивать положение «точки рав-
новесия» и разбавление в ней для многокомпонентных выпусков и даже для 
сложного случая частично налагающихся струй. Все эти методики основаны 
на эмпирических соотношениях и поэтому представляют прикладной инте-
рес. Эффект уплотнения при смешении может учитываться в них неявным 
образом. Это зависит от условий экспериментов.

Рассмотрим нашу задачу в случае вертикального выпуска при тех же вне-
шних условиях. При этом горизонтальное смещение струи происходит толь-
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ко под влиянием внешнего потока постоянной скорости U . Согласно (Muel-
lenhoff  et al., 1985), ширина поперечного сечения струи при начальной ско-
рости на срезе трубы 0V , более чем в четыре раза превосходящей скорость 
внешнего течения, определяется по формуле:

            0.68b z= .      (17)

При линейной зависимости ( )b s  и постоянстве θ это означает, что, пос-
кольку верхний предел отношения скоростей 0 /V U  для этой формулы не 
устанавливается, струя при вертикальном выпуске имеет предельный угол 
наклона к горизонту около 43o. Это, в свою очередь, означает, что струя до 
первой точки равновесия ведет себя в потоке, как длинное упругое тело по-
ложительной плавучести, закрепленное в точке выпуска, и ее внутренняя 
структура не зависит от внешнего потока. То есть внешний поток изменяет 
только угол наклона струи (в указанных пределах), но не влияет на ее внут-
реннюю структуру, поэтому выражение «жидкое тело струи», используемое 
в специальной литературе, имеет веские основания для существования. 
В большинстве случаев, встречающихся в практике, условие 0 / 4V U >  выпол-
няется. Но это условие действует только на указанном выше начальном от-
резке струи и, очевидно, нарушается на большем удалении. Для рассматрива-
емых условий в (Muellenhoff  et al., 1985) предлагается эмпирическая формула 
для расчета высоты положения первой точки равновесия:

             
1/3

0 01.85 [ / ]Z Q U= Δρ γ .      (18)

Как видим, в ней вообще нет ни скорости течения на оси струи, ни шири-
ны ее поперечного сечения, но есть скорость внешнего потока, которой нет 
ни в одном из ранее приведенных нами соотношений. В нашем случае эта же 
величина без явного учета U  оценивается на основании (16) как вертикаль-
ное смещение, преодолеваемое струей за время 1/ 2/ 2( )t AK= π , которое не за-
висит от 0Δρ  (при нормировании Δρ на 0ρ ) и совсем иначе, чем в (18), зависит 
от 0B  и от 0V . Требуется каким-то образом ввести в систему (1)–(4) действие 
внешней силы, связанной с влиянием внешнего течения. Один из логически 
возможных вариантов учета U  состоит в том, что горизонтальная скорость 
внутри струи при вертикальном ее выпуске может быть равна скорости 
внешнего течения U . Значит, cosv U constθ = = , и учет постоянной скорости 
внешнего потока при вертикальном выпуске струи приводит к тому, что при 
( ) ~ 1/( 1)v s s +  величина cos constθ ≠ . Но выражение (17) противоречит это-

му. И еслиcos constθ = , то и v const= . Тогда выражения для аппроксимации 
Δρ тоже приводят к | | constΔρ = , с чем трудно согласиться. Следовательно, 
u U≠ , и система (1)–(4) с учетом влияния внешнего потока не изменится. 
Струя, похоже, действительно ведет себя в потоке как закрепленное в началь-
ной точке «жидкое тело» (почти жесткое). И какова мера этой «жесткости»? 
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А что происходит при 04U V< ? На эти вопросы в рамках теории Фокса найти 
ответ не удается. В научной литературе имеется ответ на вопрос о влиянии 
скорости внешнего течения и начальной разности плотностей струи и внеш-
ней жидкости на высоту положения первой точки равновесия над источни-
ком, полученный на основе данных экспериментов. В (Зац, 1975) высота по-
ложения первой точки равновесия при малых значениях 0Δρ  определяется 
формулой

          
0,6 1/ 2 3/ 2 1/ 4

08.92 (1 0,67 )( / )Z U Q g= − Δρ γ ,    (19)

а при больших 0Δρ  – формулой

          
0,4 1/ 2 3/ 2 1/ 4

08.92(1 0,67 )( / )Z U Q g= − Δρ γ .    (20)

Никаких ограничений на U  в данном случае не накладывается. И что зна-
чит малая или большая величина 0Δρ ?

В практических приложениях возникает много других вопросов. В част-
ности, учет переменной по вертикали стратификации плотности, влияния 
взвеси и флоккуляции на плотность сбрасываемой в море смеси и на внут-
реннюю динамическую структуру струи. Кроме того, в практических зада-
чах существенной оказывается нестационарность процесса формирования 
струи. Поэтому для решения практических задач удобней пользоваться чис-
ленными методами. 

Результатом данной работы можно считать еще одно подтверждение 
исключительной консервативности свойств вынужденных всплывающих 
струй. Именно такие свойства, при всех необходимых оговорках в отноше-
нии возможности подобного сравнения, демонстрируют естественные морс-
кие теплые струйные течения, такие как Гольфстрим, Куросио, Сомалийское 
и другие.
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ТO THE THEORY OF FORCED BUOYANT PLUME PRODUCED BY A SINGLE 
CONSTANT SOURCE BELOW WATER SURFACE

E.V. Borisov

Analysis of dynamics of forced buoyant plume produced by a single source of 
relatively light liquid situated below the surface of vertically stratifi ed water 
is presented. Th e system of balance equations by Fox (Zhurbas, 1977), which 
is modifi cation of well known system for buoyant plume in homogeneous 
stagnant water, is used for the analysis. Th e constancy of the plume angle of 
rise known from experimental results is proved analytically. Th us, the linear 
relation of the plume discharge rate and of its characteristic diameter on the 
distance from the source is also analytically proved without assuming small 
value of the buoyancy parameter. Some relations and conclusions followed 
from experimental results are also presented.
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